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ON THE STRONG AND Δ-CONVERGENCE FOR TOTAL ASYMPTOTICALLY 

NONEXPANSIVE MAPPINGS ON A  CAT(O) SPACE

Ba§anr M., §ahin A. On the strong and А-convergence fo r  total asymptotically nonexpansive mappings on a 
C A T (0) space. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 170-179.

In this paper we give the strong and Δ-convergence theorems of the modified S-iteration and 
the modified two-step iteration processes for total asymptotically nonexpansive mappings on a 
CAT(0) space. Our results extend and improve the corresponding recent results announced by 
many authors in the literature.

Key words and phrases: C A T (0) space, total asymptotically nonexpansive mapping, strong con­
vergence, Δ -convergence, iterative process, fixed point.
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I n t r o d u c t io n

A metric space X is a CAT(0) space if it is geodesically connected and every geodesic tri­
angle in X is at least as "thin" as its comparison triangle in the Euclidean plane. Fixed point 
theory in a CAT (0) space has been first studied by Kirk (see [9,10]). He showed that every non­
expansive mapping defined on a bounded closed convex subset of a complete CAT(0) space 
always has a fixed point. Since then the fixed point theory for various mappings in a CAT(0) 
space has been rapidly developed and a lot of papers have appeared (see [4, 5, 6,17,18]).

Nanjaras and Panyanak [13] proved the demiclosedness principle for asymptotically non­
expansive mappings and gave the Δ -convergence theorem of the modified Mann iteration pro­
cess for mappings of this type in a CAT(0) space. Recently, Chang et. al. [3] introduced total 
asymptotically nonexpansive mappings and proved the demiclosedness principle for map­
pings of this type in a CAT(0) space. Also, they presented the Δ-convergence theorem of the 
modified Mann iteration process for total asymptotically nonexpansive mappings in a CAT(0) 
space.

In this paper, motivated by the above results, we get some results which are related to 
the strong and Δ-convergence of the modified S-iteration and the modified two-step iteration 
processes for total asymptotically nonexpansive mappings on a CAT(0) space. Our results 
extend and improve the corresponding ones announced by Chang et. al. [3], Khan and Abbas 
[8], Nanjaras and Panyanak [13] and many others.

(c) Ba§arir M., §ahin A., 2013

1 P r e l im in a r ie s  a n d  lem m a s

Let (X, d) be a metric space, K be a nonempty subset of X and let T : K —> K be a mapping. 
Recall that T is said to be a nonexpansive mapping if

d(Tx,Ty) <  d(x,y), Vx,y Є K.

The map T is said to be an asymptotically nonexpansive mapping if there exists a sequence 
{kn} C [1,oo) w ithkn -> 1 such that

d(Tnx,Tny) < knd(x,y), Vn Є N , x,y Є K.

The map T is said to be a uniformly L-Lipschitzian mapping if there exists a constant L >  0 
such that

d(Tnx,Tny) < Ld(x,y), Vn Є N , x,y Є K.

Chang et. al. [3] defined the concept of total asymptotically nonexpansive mapping as 
follows.

Definition 1 ([3, Definition 2.1]). Let (X,d) be a metric space, K be a nonempty subset of 
X and let T : K - »  K be a mapping. T is said to be a total asymptotically nonexpansive 
mapping if  there exist non-negative real sequences {μη} , {vn} with μη —> 0, vn —> 0 and a 
strictly increasing continuous function ζ  : [0, oo) —> [0, oo) with ζ(0) =  0 such that

d(Tnx,Tny) < d(x,y) + v nC(d(x,y)) +  μη

for alln Є N  and x,y Є K.

Remark 1. From the definitions, it is clear that each nonexpansive mapping is an asymptoti­
cally nonexpansive mapping with k„ =  1, Vn Є N , each asymptotically nonexpansive map­
ping is a total asymptotically nonexpansive mapping with μη =  0, vn =  kn — I, Vn Є N, 
ζ (ή  =  t, t > 0, and each asymptotically nonexpansive mapping is a uniformly L-Lipschitzian 
mapping with L =  supf;eN{kn}.

We now give the definition and collect some basic properties of the CAT(0) space.
Let (X,d) be a metric space. A  geodesic path joining x Є X and у Є X (or more briefly, a 

geodesic from x to y) is a map c : [0,/] C R —» X such that c(0) =  x,c( l )  =  у and d(c(t) ,c(t ' ) )  =
11 — t'\ for all t,t' Є [0,/]. In particular, c is an isometry and d(x,y) — I. The image of c is 
called a geodesic (or metric) segment joining x and y. When it is unique, this geodesic is denoted 
by [x,у]. The space (X, d) is said to be a geodesic space if every two points of X are joined by a 
geodesic, and X is said to be a uniquely geodesic space if there is exactly one geodesic joining x 
and у for all x, у Є X.

A  geodesic triangle Δ(χχ, x2, хз) in a geodesic metric space (X, d) consist of three points in X 
(the vertices of Δ) and three geodesic segments joining each pair of vertices (the edges of Δ). 
A  comparison triangle for the geodesic triangle Δ(χι, x2, X3 ) in (X, d) is a triangle Δ(χχ, x2, X3) =  
Δ(χι,χ2,χ3) in the Euclidean plane R2 such that dR2 (xj, Xj) =  d(xj,xj) for i, j  Є {1,2,3}. Such 
a triangle always exists (see [2]).

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:basarir@sak.arya.edu


A  geodesic space is said to be a CAT(O) space [2] if all geodesic triangles of appropriate 
size satisfy the following comparison axiom.

CAT(O): Let Δ be a geodesic triangle in X and let Δ be a comparison triangle for Δ. Then, 
Δ is said to satisfy the CAT(0) inequality if for all x, у Є Δ and all comparison points x,y Є Δ,

d(x,y) < rfR2(x,y).

Let x,y Є X, and by Lemma 2.1 (iv) of [6] for each t Є [0,1], there exists a unique point
z Є [x, y] such that

d(x,z)  =  td(x,y), d (y,z) =  (1 — t)d(x,y). (1)

From now on, we will use the notation (1 — t)x Θ ty for the unique point z satisfying (1). By 
using this notation, Dhompongsa and Panyanak [6] obtained the following lemma which will 
be used frequently in the proof of our main results.

Lemma 1 ([6, Lemma 2.4]). LetX be a CAT(0) space. Then

d(( 1 — t)x  0 ty,z) <  (1 — t)d(x,z) +  td(y,z) 

for all t Є [0,1] and x,y,z Є X.

In 1976 Lim [12] introduced the concept of Δ-convergence in a general metric space. In 2008 
Kirk and Panyanak [11] specialized Lim's concept to the CAT(O) space and proved that it is 
very similar to the weak convergence in a Banach space. Also, Dhompongsa and Panyanak
[6] obtained the Δ-convergence theorems for the Picard, Mann and Ishikawa iterations in a 
CAT(0) space for nonexpansive mappings.

Let { xn}  be a bounded sequence in a CAT(0) space X. For x Є X, we set r(x, {x n} )  =  
limsup d(x, xn)· The asymptotic radius r ( {xn})  of {ж,,} is given by

n - * c o

r ( { xn}) =  inf{r(x, { * „ } )  : x Є X }

and the asymptotic center A ( { x n } )  of {xn} is the set

A( {x n})  =  {x € X : r(x, {xn})  =  r ( {xn})}.

It is known that in a complete CAT(  0) space, A ( { x n}) consists of exactly one point (see [5, 
Proposition 7]).

Definition 2 ([11, 12]). A  sequence {xn} in a CAT(0) space X is said to be A-convergent to 
x Є X if  x is the unique asymptotic center of {u„} for every subsequence {un} of  {xn}· In this 
case we write A-lim^oo xn =  x and x is called the А-limit of {xn} ■

Lemma 2. i) Every bounded sequence in a complete CAT(0) space always has a Δ -convergent 
subsequence (see [11, p. 3690]).

ii) Let Kbe a nonempty closed convex subset of a complete CAT (0) space and let {xn }  be a 
bounded sequence in K. Then the asymptotic center of {xn } is in K (see [4, Proposition 2.1 ]).

Lemma 3 ([6, Lemma 2.8]). If  {xn} is a bounded sequence in a complete CAT(0) space with 
Α ( { χη}) =  { x }/ { un} is a subsequence of {xn} with A ( {un})  — {u} and the sequence 
{d(xn, u)} converges, thenx =  u.

In [3] it is proved demiclosedness principle for total asymptotically nonexpansive mappings 
in a CAT(0) space as follows.

Lemma 4 ([3, Theorem 2.8]). Let K be a closed convex subset of a complete CAT (0) space X and 
letT : K —r Kbe a total asymptotically nonexpansive and uniformly L-Lipschitzian mapping. 
Let {xn} be a bounded sequence in K such that lim d (xn, Txn) = 0  and Δ-Ιΐην,^οο xn =  IP- 
Then Tp =  p.

The following lemma is crucial in the study of iteration processes in metric spaces.

Lemma 5 ([14, Lemma 2]). Let {an}, {bn} and {δη} be sequences of non-negative real numbers 
satisfying the inequality

an+1 ^ (1 +  δη)αη +  bn.
OO oo

I f  Σ  0n < co and Σ  bn < co, then lim„.„t0o an exists.
n=1 n=l

Lemma 6 ([13, Lemma 4.5]). Let X be a CAT (0) space, χ Ε  X be a given point and let { tnj be a 
sequence in [b, c] with b,c Є (0,1) and 0 <  b ( l - c )  < \. Let {xn} and { yn }  be any sequences 
in X such that

limsup d (xn,x)  < τ, limsup d (yn,x)  <  f, lim d( (  1 — tn)xn 0 tnyn,x) =  r
n—>oo

for some r > 0. Then
lim d (xn,yn) =  0 .

Agarwal, O'Regan and Sahu [1] introduced the modified S-iteration process which is inde­
pendent of those of the modified Mann iteration [16] and the modified Ishikawa iteration [19]. 
We apply this iteration process into a CAT(0) space as

X\ Є K
X n+1 =  (1  -  an)Tnxn 0  anTnyn (2)
y n =  (1 -  b n ) x n 0  bnTnxn, n e  N.

By taking Tn =  T for all n Є N  in (2), we obtain the S-iteration process which is introduced in 

[1]·
Thianwan [20] introduced the two-step iteration process in a Banach space. We give the 

modified two-step iteration process in a CAT(0) space as follows

" X\ Є  K

xn+1 =  (1 -  an)yn 0  anTnyn (3)

yn =  (1 -  bn) x n ®bnTnxn, n Є N.

If b„ = 0  for each n Є N , then (3) reduces to the modified Mann iteration process. By taking 
Tn =  T for all n є N  in (3), we obtain the two-step iteration process.

Our purpose in this paper is to get some results on the strong and Δ-convergence of the 
modified S-iteration and the modified two-step iteration processes for total asymptotically non­
expansive mappings in a CAT(0) space. It is worth mentioning that our results in a CAT(0) 
space can be applied to any CAT(k)  space with k <  0 since any CAT(k)  space is a CAT(m)  
space for every m > k (see [2, p. 165]).



2 M a i n  r e s u lt s

We will denote the set of fixed points of T by F (T), that is, F (Γ ) — {x Є X : Tx =  x}. 
Firstly, we prove the Δ-convergence theorem of the modified S-iteration process in a CAT(0) 
space.

Theorem 1. Let K be a nonempty bounded closed convex subset of a complete CAT(0) space 
X ,T  : K —>■ K be a total asymptotically nonexpansive and uniformly L-Lipschitzian mapping 
with F(T)  φ 0  and let { xn } be a sequence defined by (2). If  the following conditions are 
satisfied:OO 00 OO

(i) Σ  Vn < oo, Σ  Цп < oo, Ε an <  oo;
« = 1  n=1 n=1

(ii) there exists a constant M* >  0 such that ζ(ν) < M*r, r >  0;
(iii) { bn }  is the sequence in [0, 1];

OO
(iv) E SUP {d(z, Tnz) : z Є В} < co for each bounded subset В ofK;

n = 1

(v) there exist constants b, c Є (0,1) with 0 < b( 1 — c) < \ such that {cin} C [b,c],
then the sequence {xn } А-converges to a fixed point of T.

Proof. We divide the proof of Theorem 1 into three steps.
Step I. First we prove that for each p Є F(T) the following limit lim d(xn, p) exists. In fact

for each p Є F(T), by Lemma 1, we have

d(yn,p) =  d(( 1 -  b„)x„ 0  bnTnxn, p) < (1 -  bn)d(xn, p) +  bnd(Tnxn, p)

< (1 -  bn)d(xn, p) +  bn {d(xn,p) + ν ηζ(ά(χη,ρ) )  +  μη}

<  (1 +  bnvnM* )d ( xn, p ) +  ЬпЦп <  (1 +  v„M*)d(x„,p)  +  μη.

Also, we obtain

d(xn+i,p)  =  d( ( l  — an)Tnxn 0  anTnyn, p) <  (1 — an)d(Tnxn, p) +  and(Tnyn, p)

<  (1 -  an) {d(xn, p) +  υηζ{ά(χη, p)) +  μη} +  anLd(yn, p)

<  (1 - a » )  {(1  + v nM*)d ( xn,p) +  pn} +  anL { ( l  + v nM*)  d(xn,p) + μ η}

=  {(1 -  a„) (1 +  vnM*)  +  anL (1 +  vnM *) }  d(xn, p) +  {1 +  an(L -  ΐ ) ) μ η 

=  {1 +  an(L — 1) +  vnM * ( l  +  an{L — 1 ))} d(xn, p) +  (1 +  an(L — 1))μη.

It follows from condition (i) and Lemma 5 that lim^oo d(xn, p) exists.
Step II. Next we prove that

lim d(xn,Txn) =  0. (4)
n —too

In fact, it follows from Step I that for all p Є F(T), lim d(xn,p)  exists, so we can assume that
oo

lim d(xn/p) =  r. Since
П-ЇОО

d(Tny)U p) =  d(Tnyn, Tnp) < d(yn,p) +VnC(d(yn/p)) +  μη <  (1 +  vnM*)  d(yn, p) +  μη

< (1 +  vnM *) { (1  +  vnM *) d(xn, ρ) +  μη}  +  μη 

=  (1 +  vnM*)  (1 +  vnM*)  d(xnr p) +  (2 +  v„M*)  μη,

we have limsupM_ii00rf(Tnii/n, p) < r. Similarly, we obtain limsupn_}cc d(T"xn, p) <  r. On the 
other hand, since lim d(( 1 — an)Tnxn © anTnyn,p)  =  lim d(xn+\,p) =  r, by Lemma 6, wen—>00 n-̂ oo
have

lim d(Tnxn,Tnyn) =  0. (5)
n -+  oo

Since d(xn+1, Tnxn) <  d(( 1 — an)Tnxn 0  anTnyn, Tnxn) <  and(Tnyn, Tnxn) from (5), we obtain

lim d(xn+i ,T nxn) =  0. (6)
>00

From condition (iv), we have
lim d(xn,Tnxn) — 0. (7)n-+ CO

Hence from (6) and (7) we get
lim d(x„,x„+i) =  0 . (8 )

11—> 00

Since T is a uniformly L-Lipschitzian mapping, from (7) and (8) we have that

d(xn, Txn) <  d(xn,xn+i)  +  d(xn+1,T n+1xn+1) +  d(Tn+1xn+1,T n+1xn) +  d(Tn+1xn,Txn)

< d(xn,xn+1) +  d{xn+1,T n+1xn+1) +  Ld(xn+1,xn) +  Ld(Tnxnrxn)
=  (1 +  L)d(x„,xn+i)  +d(x,!+i,T n+1x,;+1) +  Ld(Tnxn,xn) -> 0 (as n -> oo).

The equation (4) is proved.
Step III. To show that the sequence { xn} Δ-converges to a fixed point of T, we prove that

Wb(x„) =  U A( {un})  C F(T)
{un}c{xn}

and WL\(xn) consists of exactly one point. Let u Є W^(xn). Then there exists a subsequence 
{un} oi {xn} such that A ( {u n}) =  {u } . By Lemma 2, there exists a subsequence {vn} of {un} 
such that Δ-Ηγπ,,^οο vn =  v Є K. By Lemma4, v Є F{T). Since {d (un, v) } converges, by Lemma 
3, u =  v. This shows that WL̂{xn) C F(T). Now we prove that WA(x„) consists of exactly one 
point. Let {un} be a subsequence of {xn} with A ( {u n}) =  {u}  and let A ( { x n} )  =  {x }  . We 
have already seen that u =  v and v Є F(T). Finally, since {d (x,u v) } converges, by Lemma 3, 
x =  v Є F(T). This shows that W&(xn) =  {x }  . □

Now we give an example of such mappings which are total asymptotically nonexpansive 
and uniformly L-Lipschitzian as in Theorem 1.

Let [R be the real line with the usual norm | · | and let K =  [—1,1]. Define two mappings 
T, S : K Kby

τ ( χ )  =  ί  : 2s” f - V е and s <-) =  ( * '  i f "t e|0'r11, n.\ 2sm|, if x Є [—1,0) [  —x, if x £  [—1,0).

It is proved in [7, Example 3.1] that both T and S are asymptotically nonexpansive map­
pings. Therefore they are total asymptotically nonexpansive and uniformly L-Lipschitzian 
mappings. Additionally, F(T) =  {0 } and F(S) =  {x  Є K; 0 <  x < 1}.

We give the characterization of strong convergence for the modified S-iteration process on 
a CAT(0) space as follows.



Theorem 2. Let Χ,Κ, T, {an } , {b„\ , { x„}  satisfy the hypotheses of Theorem 1. Then the se­
quence {xn }  converges strongly to a fixed point o f T if  and only if

liminf d(xn,F (T )) =  0,tl—>00

where d(x,F(T) )  =  inf {d(x,p) : p Є F(T) }  .

Proof. Necessity is obvious. Conversely, suppose that lim inf d(xn,F(T ) )  =  0. As proved in 

Theorem 1 (Step I), for all p Є F(T),

d(xn+i, p) <  {1 +  cin(L — 1) +  vnM*{\ +  an(L — 1 ))} d{x,,, p) +  (1 +  an(L — 1))μη.

This implies that

d(xn+i ,F (T )) <  {1 +  an(L — 1) +  vnM*(  1 +  an(L — 1 ))} d(xn,F (T )) +  (1 +  fln(L — 1))μη.

By Lemma 5, lim,WOo d(xn,F(T) )  exists. Thus by hypothesis lim^oo d(x„,F(T) )  =  0.
Next, we show that {xn } is a Cauchy sequence in K. Let ε > 0 be arbitrarily chosen. Since 

limn-j.oo d(xn,F (T )) = 0, there exists a positive integer n() such that

i ( * „ , F ( T ) ) <  j

for all n > щ. In particular, inf {d(x„0,p) : p Є F(T) }  < f. Thus, there exists p* Є F(T) such 
that

d(xno,P*) <  2 '

Now, for all m, n >  no, we have

d{xn+mr Xn) ^ d(xn-\-m, p ) +  d̂ Xn, p ) ^  2d(xnQ, p ) < 2 ^2 )  =

Hence {х и}  is a Cauchy sequence in the closed subset K of a complete CAT(0) space and so it 
must be convergent to a point q in K. Now, lim^co d (xn, F(T) )  =  0 gives that d (q,F(T )) =  0 
and closedness of F(T) forces q to be in F(T). This completes the proof. □

Senter and Dotson [15] introduced the concept of Condition ( I )  as follows.

Definition 3 ([15, p. 375]). A mapping T : K —> K is said to satisfy Condition ( I )  if  there exists 
a non-decreasing function f  : [0,oo) —> [0, 00 )  with f (0)  — 0 and f ( r )  >  0 for all r >  0 such 
that

d(x,Tx) > f (d (x ,F (T ) ) ) ,  V x e K .

With respect to the above definition, we have the following strong convergence theorem.

Theorem 3. Let X, K, Τ, {an} , { bn},  {xn} satisfy the hypotheses of Theorem 1 and let T be a 
mapping satisfying Condition (I) . Then the sequence {x „ }  converges strongly to a fixed point 
ofT.

Proof As proved in Theorem 2, l i m „ d(xn, F(T) )  exists. Also, by Theorem 1 (Step II), we 
have limn_>TO d(xn, Tx„) =  0. It follows from Condition (I )  that

lim f  (d (xn,F(T ) )  <  lim d(xn,Txn) =  0.
n—>00 rc-»oo

That is, lim f  (d(xn,F(T ) )  =  0. Since / : [0,0 0 )  —> [0, 00 )  is a non-decreasing functionn—̂OO
satisfying / (0 ) =  0 and f ( r )  >  0 for all r >  0, we obtain

lim d(xn,F (T )) =0 .
n —>00

The conclusion now follows from Theorem 2. □

Remark 2. Theorems 1-3 contain some results o f Khan and Abbas [8, Theorems 1-3] since 
each nonexpansive mapping is a total asymptotically nonexpansive mapping.

Now, we give the Δ-convergence theorem of the modified two-step iteration process in a 
CAT(0 ) space.

Theorem 4. Let X, K, T, { bn } satisfy the hypotheses of Theorem 1, {an} be a sequence in [0,1] 
and let { x„ } be a sequence defined by (3). If  the conditions (i)-(iv ) in Theorem 1 are satisfied, 
then the sequence {x „ }  А-converges to a fixed point ofT.

Proof First we prove that for all p Є F(T)  the following limit lim d(xn, p) exists. As proved in 

Theorem 1, we have
d{yn, p) <  (1 +  vnM*)  d(xn, ρ) +  μη. (9)

Since T is a uniformly L-Lipschitzian mapping, from (9) we have

d(xn+1,p) =  d( ( l  — ап)уп φ anTnyn, p)

<  (1 — an)d(yn, p) +  and(Tnyn, p)

<  (1 — an)d{yn, p) + anLd(yn, p)
=  ( l  +  a „ ( L - l ) ) d ( y „ , p )

< (1 +  an(L -  1)) {(1 +  vnM *) d(xn, ρ) +  μη}

=  {1 -+■ an(L — 1) +  unM*(  1 +  an(L — 1 ))} d(xn, p) +  (1 +  fln(L — 1))μη.

It follows from Lemma 5 that lim d(xn,p) exists. Next we prove that lim d(xn,Txn) =  0.
л -»оо  n —>00

From condition (iv), we have

lim d(xn, T nxn) =  lim d(yn, T nyn) =  0. (10)
Л-» 00 n—>00

By the above equality, we get

d(Tnxn,Tnyn) < Ld(xn,yn) < Lbnd(xn, T nxn) < Ld(xn,Tnxn) —> 0 (as n —> 00 ) .  (11)

Since
d(xn+bTnyn) <  rf((l - а п)уп®апТпуп,Тпуп) <  (1 -  an)d(yn,Tnyn) 

from (10), we obtain
lim d(xn+i ,Tnyn) =  0. (12)n—>00

From (10), (11) and (12) we have that

d(xnrxn+1) < d(xn, T nxn) +  d(Tnxn/Tnyn) +  d(Tnyn,xn+i) -> 0 (as n 00 ).

The rest of the proof follows the pattern of the Theorem 1 and is therefore omitted. □



Remark 3. Theorem 4 contains the main result of Chang et. al. [3, Theorem 3.5] since the 
modified two-step iteration reduces to the modified Mann iteration. Also, Theorem 4 con­
tains the main result o f Nanjaras and Panyanak [13, Theorem 5.7] since each asymptotically 
nonexpansive mapping is a total asymptotically nonexpansive mapping.

Finally, we give following theorems related to the strong convergence of the modified two- 
step iteration process which their proofs are similar arguments of Theorem 2 and Theorem 3, 
respectively.

Theorem 5. Let X, K, T, {a„} , {bn} , {xn} satisfy the hypotheses of Theorem 4. Then the se­
quence {xn} converges strongly to a fixed point of T if and only if liminf d(xn,F(T ) )  =  0.

Theorem 6. Let X, K, T, {an} , { bn } , { xn } satisfy the hypotheses of Theorem 4 and let T be a 
mapping satisfying Condition (I) . Then the sequence {xn } converges strongly to a fixed point 
ofT.
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відображень на САТ( 0) простір // Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 
170-179.

В цій статті ми доводимо теореми про сильну і Δ -збіжність модифікованих S-ітерацій і мо­
дифікованих двокрокових ітераційних процесів для тотальних асимптотично нерозширюва­
них відображень на С А Т (0) простір. Наші результати розширюють і покращують відповідні 
недавні результати, що анонсовані багатьма авторами в літературі.

Ключові слова і фрази: С А Т (0) простір, тотальне асимптотично нерозширюване відобра­
ження, сильна збіжність, Δ -збіжність, ітераційний процес, нерухома точка.

Башарир М., Шагин А. О сильной и А-сходимости для т отальних ассимптотически нерасши- 
ряющихся от ображений на СА Т(0) пространство // Карпатские математические публикации. 
— 2013. —  Т.5, №2. —  С. 170-179.

В зтой статье мьі доказьіваем теоремьі о сильной и Δ -сходимости модифицированньїх S- 
итераций и модифицированньїх двухшаговьіх итерационньїх процессов для тотальньїх ас- 
симптотически нерасширяющихся отображений на СА Т(0) пространство. Наши результати 
расширяют и улучшают соответсвующие недавние результати, анонсированньїе многими ав­
торами в литературе.

Ключевьіе слова и фрази: СЛТ(0) пространство, тотальное ассимптотически нерасширяю- 
щееся отображение, сильная сходимость, Δ -сходимость, итерационньїй процесс, неподвижная 
точка.
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У роботі розглядається питання можливості побудови дифузійного процесу в R'" шляхом 
перетворення вінерового процесу. Застосовуються гладке перетворення фазового простору 
та випадкова заміна часу з допомогою адитивного функціоналу інтегрального типу.
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ння фазового простору, випадкова заміна часу.
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Вс т у п

Нехай (£(i))t>o — строго марківський процес зі значеннями в (1R"', 23) відносно де­
якого потоку ст-алгебр ( 3 t ) t> 0 , ле т Є  IN, 03 — σ-алгебра борелевих підмножин R m. Вва­
жатимемо, що процес ξ однорідний і P(f, χ, Г), f > 0, х Є R w, Г Є 23 — його ймовірність 
переходу. Такий процес називається дифузійним, якщо виконуються наступні умови. На­
самперед, при всіх ε > 0, х Є R m

lim - І P(t, x, dy) =  0.
f|0 t J\y — x\>£ V

Крім того, існують такі функції а : R m —> IR"' та b : R m —> L+(lRm) (тут Lsh(lRm) — 
множина симетричних додатно визначених квадратичних матриць розміру m х т), що 
при всіх χ, Θ Є R m і деякому ε > 0 мають місце рівності:

l im -/  (у -  x,0)P{t,x,dy) =  (α(χ),θ), lim^ [  (у -  x,9)2P(t, x,dy) — (b(x)0,0),
f|0 f J\y—x\<£ f-i-0 t J\y—x\<e

де (·, ·) означає скалярний добуток в R m. При цьому, функцію а(х) називають вектором 
переносу, функцію Ь(х) — матрицею (оператором) дифузії, а їх сукупність — локаль­
ними характеристиками дифузійного процесу ξ(ί ) . Є значна бібліографія, присвячена 
дифузійним процесам, починаючи від роботи А. М. Колмогорова [1]. Різноманітні пита­
ння теорії дифузійних процесів розглядались в роботах Μ. І. Портенка [2, 3, 4].

Якщо а(х) =  0, Ь(х) =  І ( І  — одинична матриця), то ζ ( ί )  є вінеровим процесом, який 
далі позначатимемо w(t).
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Нехай задана деяка вимірна функція / : R m —» lRm. Випадковий процес / (£ (0 ) є про­
цесом, одержаним з £(f) шляхом перетворення фазового простору. При певних умовах 
на / випадковий процес 77(f) є процесом Маркова.

Перетворення часу конструюватимемо наступним чином. Задавши додатну вимірну 
функцію v : R m —> R, розглянемо набір випадкових величин

Tf =  in f| s > 0 : J  ν( ζ (η) )  du >  f j .

Випадковий процес (£(Tf))t>o є марківським відносно потоку ст-алгебр $τι і називатимемо 
його таким, що одержаний з процесу £(f) шляхом випадкової заміни часу. Перетворення 
марківських процесів детально описані в монографії Є. Б. Динкіна [5]

Означення. Будемо казати, що однорідний дифузійний процес £(f)t>o в R '” породжений 
вінеровим, якщо існує такий вінерів процес (w(f))t>o в R m, що £(f) може бути одержа­
ний з w (t) послідовним застосуванням до останнього перетворень фазового простору та 
випадкової заміни часу в розумінні збіжності локальних характеристик одержаного про­
цесу та процесу ζ( ί ) .

Відомо (див., наприклад, [4]), що в одновимірному випадку (ти =  1) за умови локаль­
ної інтегровності функції b~1(x)a(x) відповідний дифузійний процес ξ (ή  породжений 
вінеровим.

Метою даної роботи є вивчення умов породжуваності дифузійних процесів вінеровим 
у випадках m >  2.

1 П е р е т в о р е н н я  п р о с т о р у  т а  в и п а д к о в а  з а м і н а  ч а с у

1.1 Перетворення фазового простору

Нехай (£(f))i>o — дифузійний процес з вектором переносу (fl(.t))veiRm та матрицею 
дифузії (Ь(х))хЄкга/ а / : R w R m — двічі неперервно диференційовна взаємно одно­
значна функція.

Позначимо через ϋζ, ІЦ характеристичні оператори процесів £(f) та 77(f) =  /(£(f)) 
відповідно. Для кожної двічі неперервно диференційовної функції φ : R m —> R (див. [5]):

(ϋξφ)(χ)  =  ^Sp(b(x)V2<p(x)) +  (fl(x ))TVcKx),

де Vcp — Градієнт функції φ, \72φ — матриця других похідних функції φ, символ Sp 
означає слід — суму діагональних елементів — матриці. Тут і далі домовимось вважати 
всі вектори стовпчиками.

Для деякого х Є R m розглянемо послідовність околів Un (77 =  1,2,...) точки х, яка 
збігається до х, що позначатимемо Un і  x, п —> оо. Тоді з неперервності та взаємно одно­
значності функції / випливає, що /_1(И„) 4- f 1 (х )> я —> оо, де, як звичайно, /~l (Li) 
означає прообраз множини U C R"' при перетворенні /.

Нехай т„ — момент першого виходу дифузійного процесу ζ ( ί )  з околу /_1 (Un) точки 
/_ 1(х). Якщо тп — момент першого виходу марківського процесу 77(f) =  / (£ (f)) з околу 
Un Т О Ч К И  X, ТО, очевидно, %n =  т„.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Έχφ(ζ ( τη))  — <р(х)
За означенням (Щ<р)(х) =  lim с J де Ех — символ умовного матема­

тичного сподівання при умові £(0 ) =  х. 
Для процесу 77(f) маємо

ΕχΤп

(ίΙ„φ )(χ ) =  lim - — і— - --------- — =  lim
/т/ч  И->оо ΕχΤη Er-l(x)Tn (%<?(/))(/ * (* ))

Безпосередні обчислення дозволяють стверджувати, що для кожної двічі диференці- 
йовної функції φ

(ίίηφ)(χ) =  |sp [((V/)T Ь V/)(/-1 (x))V2<p(x)] + [(V/JTa + |sP (b V2/)] (Z”1 (̂ >)V<p(x).
(1)

Зауважимо, що V/ є матрицею Градієнтів (складених у стовпчики) елементів вектор­
ної функції /, а V 2/ — набір (вектор) матриць других похідних елементів цієї ж функції. 
Саме на ці матриці множиться матриця b в другому доданку формули (1) і обчислюється 
слід одержаних матриць.

Отже, випадковий процес η (f) є дифузійним з вектором переносу

(V/)T« + isp(f>V2/) (Г 'О О )

та матрицею дифузії

Застосуємо тепер описане перетворення до вінерового процесу w(t). Для нього, як 
уже згадувалось, а(х) =  0, b(x) =  І. Тоді характеристичний оператор процесу 77(f) =  

матиме вигляд

(U,<,>)(*) =  isp [((V/ )TV / )(T 1W )V 2i>W] + i (A / )r (/ -'(x ))V ^W , (2)

де Δ/ — результат (вектор) дії оператора Аапласа на елементи векторної функції /.

1.2 Випадкова заміна часу

Розглянемо адитивний функціонал =  f  u(£(s)) ds від дифузійного процесу £(f),
J  0

де (р(*))хєкш — додатна неперервна функція. Побудуємо новий процес 77(f) =  £(т>), де 
=  inf {s >  0 : q>s > f}. Відомо [5], що між характеристичними операторами процесів 

£ ( f )  та 77( f )  існує зв'язок

(и ^ ) (х )  =  ^ у ( а ?<р)(х), (3)

причому області визначення обох операторів співпадають.
Таким чином, якщо дифузійний процес £(f) має локальні характеристики а(х) та Ь(х),

1 1
то процес 77(f) є дифузійним з вектором переносу — ^-я(х) та матрицею дифузії ——- Ь(х).

V [ X j  V [ X )

яка має елементи

2 Д и ф у з ій н і п р о ц е с и ,  п о р о д ж е н і  в ін е р о в и м

Нехай (zo(f))t>o — деякий вінерів процес в R w. Розглянемо перетворення простору 
R m з допомогою деякої взаємно однозначної двічі неперервно диференційовної функції 
/ : R m - »  !Rr". В розділі 1 встановлено, що 77(f) — f (w(t ) ) ,  t >  0, є однорідним дифузійним 
процесом.

Перетворення часу в одержаному процесі 77( f )  здійснюємо шляхом випадкової заміни 
часу з допомогою адитивного функціоналу ν2(η(ιι) ) du з деякою числовою неперерв­
ною додатною функцією (f(x));teRm· Тут вибрано функцію v2 для зручності подальших 
викладок.

Як встановлено в розділі 1 (див. (2), (3)) локальними характеристиками одержаного
1 1

дифузійного процесу є вектор переносу з елементами -  (Δ/у) ( f  ] ) —2 та матриця дифузії,

(Vy ,)TVТу (/_1)^ /  де 1 <  і < т, 1 < / <  777.

Нехай задано функції я : R m - »  ]Rm і b : R m -> L f  (R '"). Виникає питання — чи можна 
знайти такі функції / та v, для яких виконуються рівності (1 < і <  т, 1 < j  <  т):

« , ( * )  =  М * >  =  [ν / / (ν / / )τ ] ( Г Ч * ) ) ^  ? №

Позначимо через {а{х) )х(; т̂ матрицю, для якої σ τ σ  =  b. Тоді система рівнянь (4) в 
матричній формі запишеться наступним чином:

Δ/ =  l a i f j i / i f ) ,  (5)

V/ =  (6)

Вона задає зв'язок між невідомими функціями / і и та локальними характеристиками 
породженого вінеровим процесу: вектором переносу а і матрицею дифузії b — σ τ σ.

При т =  1 таку систему рівнянь розв'язати відносно f  і v легко. Після нескладних 
перетворень одержуємо

r- ι ,  ч г  / ехр{ ~ 2 ^ m dz}f  (x) =  yo e x p { - 2 yo *(x ) = ---------- ---------------.

Дослідимо існування розв'язків системи (5), (6) у випадку т > 2.
Для початку припустимо, що елементи матриці и(х) є принаймні диференційовними. 

Необхідною умовою існування розв'язку рівняння (6 ) є потенціальність векторних полів, 
що є стовпчиками матриці cr( f )v( f ) (нагадаємо, що / =  /(x), х Є R m), тобто, для всіх 
1 < і < к <  7тг, 1 < j  < т

т л ]  =  І н  (/ )-(/ )]·

Звідси, з врахуванням (6), одержуємо, що при всіх 1 < і <  k < т, 1 < j  < т

Е  і г р  -  Σ  -r.<7)
1 1 і \ імені Василя Стоф-зняка
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де вважаємо σ  =  σ{ιι), v =  v(u) (u Є R m).
Система рівнянь (7) є лінійною відносно і має т рівнянь та т невідомих. 
Врахувавши рівність (6) та те, що Δ/ =  div (V/), з (5) одержуємо наступну систему

рівнянь для невідомих 1 < І < т:

=  ! < / < » .  (в )

Основна матриця системи (8 ) невироджена, оскільки Ег σησίΙ — {aT(T)jl — bjl■ Тому (8)
завжди має єдиний розв'язок. Остаточно маємо, що функція v повинна задовольняти 
системи рівнянь (7) і (8 ).

Зауваження. Кількість невідомих та кількість рівнянь в системі (7) рівні тільки при m =
2. Крім того, ця система взагалі відсутня, якщо m — 1.

Випадок m > 3 не дозволяє надіятись на існування таких функцій / і v, щоб дифузій­
ний процес з їх допомогою був одержаний з вінерового.

Вже при m — 3 система рівнянь (7) містить дев'ять рівнянь з трьома невідомими. Крім 
того ранг розширеної матриці цієї системи дорівнює 4, якщо ж тільки система не є то­
тожно однорідною. Це можливо, наприклад, за умови сталої матриці дифузії. Але тоді 
v(x ) =  const і з системи (8) одержуємо, щоа(х)  ξ  0 .

Тому зосередимся на розгляді випадку m =  2. Основна матриця системи (7) при цьо­

му має вигляд (  ®  ̂ ], де δ =  det σ φ 0, бо Ь — στ σ  Є L+(R2). Тому система (7) має
ч <5 0 ,

єдиний розв'язок. Цей розв'язок повинен бути розв'язком системи (8), яка, як зазнача­
лось вище, завжди має єдиний розв'язок. Звідси одержуємо умови існування спільного 
розв'язку систем (7) та (8):

3(7;
3«/aj (u) =  +  Е Е ^ ^ Т - ) И '  1 ^  m’ u є R '” ' Ae a M  =  V lny(u ). (9)

І і і I

Припустивши існування других похідних елементів матриці сг(х), запишемо умову 
існування функції v, для якої виконувалася б рівність (9):

З З . .
— α2 =  v — і* ι ·  (Ю)OU\ 0U2

Зауважимо, що із системи (7) випливають рівності

1 ί  д(Т\2 3(722 3(7] 2 3(722 λ
=  Н 1"22έ ;  - σΐ2 + 1721 м  ~  ^  3^7) '

1 f  д(7ц 5(721 3(7іі д&ц \
> —------ОЬл —------h (7і і —---  І«2 -  J -  < Г Я + lrn Sui j  ■

які після деяких перетворень можна записати у вигляді

а =  c7- 1div((7) — VlnJ, (11)

де div(<7 ) означає стовпчик дівергенцій рядків матриці <7. При виконанні умови (10) зна­
йдеться така єдина функція v(u) =  exp{V{u) }, що задовольняє системи рівнянь (7) і (8). 
Тут У — потенціал (потенціального згідно (10)) векторного поля а.

Нехай надалі виконується умова (10) з а., що задається рівністю (11). Тоді з рівняння (6 ), 
врахувавши рівність (V/) (/_1) =  (V /-1  ) -1, яка доводиться безпосереднім обчисленням, 
одержимо

v r V )  =  щ ( Ф ) Г ' ·  (12)

Умовою існування розв'язку рівняння (12) є, як не складно перевірити, рівність (11). От­
же, можемо записати / _1 (x) =  F(x), де F.(x) (j =  1,2) — потенціал j -ого стовпчика ма-

■ 1 - і  триці -(7 .
V

Залишилось зауважити, що за побудовою функція / задовольняє крім рівняння (6 ) ще 
і рівняння (5). Таким чином, ми можемо сформулювати основний результат цієї роботи.

Теорема. Нехай дифузійний процес (£ (f))t>0 має вектор переносу а(х) та матрицю ди­
фузії Ь(х) =  ( σ ( χ ) ) Γ σ(χ)  (х Є 1R2), причому елементи матриці σ(χ)  є двічі диференційов- 
ними функціями. Якщо функції a(х) і σ{χ) пов'язані співвідношенням (9) та має місце 
умова (10) з врахуванням (11), то випадковий процес ζ ( ί )  є породженим вінеровим про­
цесом.

Розглянемо приклад дифузійного процесу, для якого не складно знайти відповідні 
перетворення вінерового процесу.

Приклад. Нехай матриця дифузії діагональна, тобто b(x, у) =  ^ ’2(^ t ) ) /АЄГ

і s — додатні двічі диференційовні функції. Тоді умова (10) має вигляд

З2r dr dr \ 1 _  / 32s 3s 3s
dxdy dx З У J r2 \ dxdy dx dy J s2

v v
або ж — In - =  0, звідки одержуємо In - =  φ(χ)  +  де φ(χ) і ір(у) — довільні дифе-

axay s s

ренційовні функції, або Г·^— - =  Отже, матриця дифузії може бути записана
s\x,y)

у вигляді
2 (  0 \

b(x,y) = s z(x,y) І 0 J І ·

Із співвідношення (9) випливає, що вектор переносу повинен дорівнювати

„ ( * , * >  =  \ ^ . v )  ( ) .

При таких локальних характеристиках даного дифузійного процесу одержуємо пред­
ставлення функції v

V ln » ( , ,y ) - f  А -
V ~ i A n s (x 'V) - ^ л у ) )

е ~ ^ У )
Тому\пу(х,у) =  — lns(x, у) — хр(у) і v(x,y) =

s(x,yY
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Рівняння для функції f  тепер приймає вигляд V f ~ l (x, у) =  j ' л ^ у) ). Звідси

( f ~ l (x ,y) )T =  ^ J  e~‘p(u'ldu +  C, J Ve'f’^ d u  +  K де C і K — деякі сталі. Через інва­

ріантність вінерового процесу відносно зсуву, можемо взяти С =  К =  0. Таким чином 
функція f  задовольняє систему рівнянь

гМх'У) „ґ.л гїЛх'У)
Г Х,Ю e - * W d u  =  x, f  e * M d u  =  y ·  

Jo  Jo
(13)

Зауважимо, що із (13) випливає правильність наступних рівностей f\(x,у) =  gi (x) ,  
f 2(x,y) =  gliy) ·  Тобто перетворення фазового простору вінерового процесу потрібно 
здійснювати покоординатно. Крім того легко зрозуміти, що xg\ (х) >  0,yg2(y) >  Опри 
всіх x ,у Є Я \  { 0 },  a g i (0 ) =  g2 (0 ) =  0 .
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Встановлено оцінки швидкості збіжності 1-періодичного гіллястого ланцюгового дробу 
спеціального вигляду при умовах: якщо один елемент дробу належить комплексній площи­
ні з розрізом (—оо; —1/4], а сума модулів інших елементів обмежена деяким числом; а також, 
якщо елементи належать відповідним параболічним областям чи об'єднанню цих областей, а 
модулі елементів, починаючи з другого, обмежені.
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Вс т у п

Теорема Ворпіцького та параболічні теореми [10,12,14] належать до класичних ознак 
збіжності неперервного дробу

00 П
i + D - f  (і)

η —1 І

де ап Є С. У монографії [12, с.151] для дробу (1) встановлена оцінка швидкості узагаль­
неної збіжності при належному виборі послідовності параболічних областей елементів. 
Новий підхід до дослідження класичних ознак збіжності дробу (1) на основі дробово- 
лінійних відображеннь запропоновано в [6].

Для гіллястого ланцюгового дробу (ГЛД) вигляду

оо N  п \ N  п . ,  .

1+ D , E f  =  1 + E ----- " --------------------------- ' “в д є С - и
1 & 1 + £  а<т

*2 = 1 1 +  · . _

де і(к) — і\,. . . ,  ік — мультиіндекс (1 < ij < N), N  — натуральне число, Д. Боднаром [7, 
с.93] доведено багатовимірний аналог теореми Ворпіцького, встановлено оцінку швидко­
сті збіжності ГЛД (2) та аналоги параболічних теорем [7, с.111]. Т. Антонова [1] встано­
вила багатовимірне узагальнення теореми про параболічні області збіжності неперерв­
них дробів. Р. Дмитришин [9] дослідив збіжність багатовимірних g-дробів у параболічній

©  Бубняк М.М., 2013

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:maria.bubnyak@gmail.com


області та встановив оцінку швидкості збіжності цих дробів у деякій обмеженій області, 
яка міститься в параболі.

X. Кучмінська одержала ряд аналогів [11, теореми 6.10-6.12, 6.15] цих ознак для двови­
мірних неперервних дробів вигляду

ОО п . . ОО п . . . 0 0 /7 · · , ·
D  φ ^ ι + D ^ + D ^ ,  
Ь=іФ; /=1 1 7=1 1

Лі,j e с. (3)

О. Сусь встановила аналог ознаки Ворпіцького для дробу (3). 
Для ГАД спеціального вигляду

со 1к-\

1 + р ц ^  = і + Ц г<(і)

ік= 1

(4)

1 +  Е 1 +  (2=1 і +  ·.

де 1 < ік <  ік-1, *о =  N, О· Баран [5] довела збіжність та встановила оцінку швидкості 
збіжності дробу (4), якщо всі його елементи задовольняють умови |α,·(£)| <  f^ -— (f Є 

[0; 1 /2]). У роботах [2,3,4] Т. Антонова дослідила кругові та параболічні області збіжності 
дробу (4 ) та встановила оцінки швидкості збіжності при певних додаткових умовах на 
елементи цього дробу.

1 Основні р е з у л ь т а т и

Об'єктом наших досліджень є 1-періодичний ГАД спеціального вигляду, який отри­
муємо з (4), якщо покласти: ащ =  С[к (1 < < ζ* · _ к >  1), тобто

- і
/

оо 1к-\
-1

\
N

1+Е,1=1

V
1 +  Е

(5)

і2=1 1 +  ··./

де Cj — комплексні числа (/ =  1, N), N  — фіксоване натуральне число.

Означення 1. Підхідним дробом п-го порядку 1-періодичного ГЛД (5) називають вираз

- і
n 'k-1 r ■h и > 1; Fg =  1.

Означення 2. Вираз вигляду

, . Π lk - 1 r . Ιο

ΐ  =  ι + ο Σ τ  =  ι + Σ -
Λ=1 /1=1 ι

Ch
η

+  Ε
/2 =  1 1η-2 Сі .

ι  +  .. Ε ;"_1
■ · , 1 —1 Jtl — \ Сі

’ ι +  Ε -τ -
ίη = ί  1

назвемо η-тим залишком q-ro порядку 1-періодичного ГАЛ (5), q =  I, Ν, п > І, jo =  q,
r\to) =  1, β<°) =  1.

Повторюючи схему доведення теореми 4.1 [13, с.47], в якій встановлено оцінку швид­
кості збіжності зворотного гранично-періодичного дробу, отримуємо для 1-періодично­
го неперервного дробу наступне твердження.

Твердження 1. Нехай елементи с„ неперервного дробу

00 r

1+  D ~
n = 1 1

(6)

однакові (cn =  c) i c Є G, де G =  |z Є C : arg (z  +  < π j  . Тоді справджується оцінка
різниці двох підхідних дробів

І fn - f m \ <  Μρ'η+λ, η > m >  0,

2\χ\
де Μ  — ------> p

1 - p
1 +  vT + 4 c  l - x / I T i c  

, x - — —  -------------------------------------------------------------- > y =  - ------- притягувальна та відповідно

відштовхувальна точки дробово-лінійного відображення t(cv) — 1 +  

Твердження 2. Нехай для залишків дробу (5) виконуються нерівності

>(я)R n І > gn >  о, η >  0; q =  2, N; g_! =  1. (7)

Тоді при η > m >  0 справджується оцінка

1 c*

t=0 П>-=1 &n—r ■ g m -r
2̂ (!) — J^1) m—k +

Qm +1

П Й 1 S’n-r ‘ %m-r

ДЄ

Аоведення. Враховуючи, що F„

(ί) pW _ ρ(1) ρ(1)Ryk4 -  R\4 +  Σ,-_

(7), маємо

N

C = Σ Ι
1-2

(κί,Ν))
-1

/ '

CJ
( « І -

■ R ^. J4- 1

(8)

(9)

> 0, R„ =  r W + 1* η > 1,
K - i



Через m кроків одержимо оцінку

%п · gm

+  . · · +

p W  _  Р^1)Л|й іч«
Е а = 2 іса і

$п—1 ' Sm- 1
+ лп-1 т—1

Σ“_2 E/J=2 · ■ · E j l i  \ch ! ICB1 · · · Iе/. 1β(1)lxn—m— R^
r,s'„ ,
Hi Wm-l Wm 

, Ц=2 *-‘І2=2 ' ' ' jm—2 *-‘jm+1=2 cji\\ch ■ ■ ■ \Cjm 1 lC/m+l
П"^1 gm-r ‘ gn-

Враховуючи рівність (9), при s — 1, ш +  1 одержимо

N  П /s-i

Σ  Σ · · ' Σ Ι £/
N

ji 11 c72 I · · · I c/s E  кгі*2··· |cnI*n < E  Iе;I = cs
71=2/2=2 is=2

і оцінку (8).

Теорема 1. Нехай елементи с, дробу (5) задовольняють умови

ί  1

47=2

Сі Є G — < z G С : “S ζ + ζ
N μ2

<^j, L\cj\ = c -̂j'

де fi =  j  ( 11 +  \/1 +  4сї( — 11 — л/1 +  4сі|).
Тоді справджуються такі оцінки швидкості збіжності:

μ
1) якщо С < —> то

\F-Fm\ < u
„m+1 nm+1Р\ V 2

m  >  0 , p i Φ  ρ 2;
Pi -  Ρ2

IF -  Fm| < bi(m + l)pm+1, m > 0, pi = p2 = p;

□

2) якщо C =  —, τ ο

IF -F J  < L2
m +  Ґ

m > 0,

4|1 +  V* + 4cil τ 4|1 4- V I +  4ci|(pi +  (1 -  p i)2) 
де Li =  —77 - - ,л TT ' 2 — * ,2 /1 \3 7 P1

/<(1 — P l)( !  ~ Р2У μ2{ \ - ρ ι )3

1 - VT + 4cT
1 +  V I  +  4ci

1 -  V 1 - 4 C / M 2 c  ,  _
p2 = -----  ; =  F — значення дробу (5).

1 +  V l - 4  C / μ 2

Аоведення. Встановимо оцінки знизу для |R^|, η >  0, q =  Ι ,Ν.  Враховуючи, що с\ Є G, 
при η > 0 маємо

де рі, Хі, ι/ι визначені аналогічно, як р,х, у у твердженні 1. Зауважимо, що μ =  0 лише 
тоді, коли числа 1 +  V I +  4сі та 1 — V I +  4сі є комплексно-спряженими. Цей випадок 
виключений умовою теореми.

Методом математичної індукції по η доведемо, що для будь-якого фіксованого q,
2 < q < N, справджуються оцінки

\R{nq)\>gn, η >  о, (10)

n — c
де g„ =  μ +  D ----- , n >  0 .

k=1 μ

При η =  0 одержимо =  1 >  μ =  go-
Нехай нерівності (10) виконуються для кожного n =  k. Тоді при n =  k +  1 маємо

i p W  і 
iA fc+il

</
+ Σ

(1) , V - с/

1=2 Кк

^ V- Іс/І ^ ІЗ/=2 іс;І с
^ И ~ L  WnT -   ̂“  α----  ~ μ ~ ν  = Sk+1·j=z I I  8k Sk

Для оцінки швидкості збіжності ГЛД (5) використаємо нерівність (8). Оскільки с\ Є G, 

то згідно з твердженням 1 маємо \R„lr — R^-rl — p'l‘~r+l, η > m >  0, r >  0, де
Μι =  2|xi|/(l -  рг).

Позначимо f n — n-тий підхідний дріб 1-періодичного неперервного дробу (6 ) при
п , 2 1 + V 1 -4С/И2 1~ V і —4С/̂ 2с =  — С / μ ; Х2 =  — — 2----— / 1/2 =  — —̂2----------притягувальна та відштовхувальна

точки дробово-лінійного відображення ί (ω)  =  1 +  ·~ ^ - ·  Тоді маємо /„ =  2+1-----
л  х2 — у2

=  Ц - f n ,n >  0, та х2 · Уг =  C//i2.
Ск

1. Оцінимо вирази —т-------- ----—  зверху при к — 1, m +  1. Нехай 1 < к < т, тоді
П г=1 g n -r  ’ g m -r  

Ск (С/И2)к < 1 /у2у

Пг=1 {Sn—r ' gm —r) Пг=1 ( f n - r - f m - r )  1 Р 2 \ х 2у
М ^ р і

(1) 1 (2) де М2 =  -— —, р2 =  У2/*2- Аналогічну оцінку отримаємо при к =  т +  1, де М\

~ —— . Оскільки μ <  1 і х2 < 1, то М2 =  та х іМ І1̂ , МІ2>} =  ------- .
1 - р г п 1 2 2 J 1 -  рг

Якщо р\ Ф рг, то

л і т  \ „111+1 _  nm+ 1
I Fn -  Fm\ < -2 Е  Мгр"'-^1 · М2р2 + М2р'ї+Х < LrPl Р2

Р 1 -  Р2

4Мі М2
де Li = ---- χ— .

μ 2
Якщо р\ =  рг — р, то

4 (  т \
I Fn -  Fm\ < -2  E  ^ i P i ~ k+l ■ М2Р2 +  МгРг +1 < Lt (m +  1 )pm+1.

V- \fc=o /



С 1 ~ п +  2
2. Нехай — =  -. Враховуючи, що /,, =  —+ Т ) — п-тий підхідний дріб 1-періодичного

неперервного дробу (6 ), де с =  —1/4, при 1 < k < т маємо

Ск (С/р2)к (п — к +  1)(т — к +  1)

Пг=1 (gn-r · gm-r) Пг=1 ( Jn - r ' fm- r )  (n +  l)(m  +  l )

Аналогічно при к =  т +  1 одержимо

Ст+1 и(С/и2) т+1 п - т
М 2-

П й 1 ( g f - r - g « - r )  I X”= Y / n - r ( « +  І ) ( я і  +  1 )'

μ 1
де М 2 =  -  <

4МгМ2 E -=oP^ + i ( n - f c  +  l ) (m - fc  +  l )  +  (n -m )
Отже, F„ — Fm < ---- j------------------------- ?— ГТТ7— rr ;------------------- ·μζ (η + 1){т  + 1)
Перейшовши до границі при п —>■ оо, отримаємо оцінку з пункту 2 для | F — Fm |. □

Теорема 2. Нехай елементи Cj, j  =  1 ,Ν , дробу (5) задовольняють умову c j Є Р] (у) ,де

P j h )  = j z  Є С : |z| -  Re ( z e ~ ^  <  2Ц cos2 | | , - π  <  τ  < π, =  ·

Тоді

1. Лріб  (5) збігається.

2. Областю значень дробу (5) є круг К =  jz  Є C : z -  /097/2 -  CosV/~2 } ·

3. Крім цього, якщо І Су І < ( і  — 2̂ 7)  cos2 j/2, j  =  2, N , то справджується оцінка швид­
кості збіжності

|F -  Fm\ < L · · pm+\ m >  0, (11)

л/г ІІ +  У Г Т ^ К І  +  М
де L =  ----— —; Mj =  ------------------------------------------------- --- -2------ ; p =  m axjp,}; pj

cos2 7/ 2  (1 — Pi) /=i,jv '

1 -  v/1 +  4сг

1 +  V I +  4c i
І Су i ______

Pi = --------— ----------- > j =  2, N; F — значення дробу (5).
( 1 _ ж )  cos2 7/2

Аоведення. Пункти 1 та 2 доведені у теоремі 2 [8 ]. Встановимо оцінки знизу для \r [P \ 

η >  0; j  =  1, N. Оскільки су Є Ру(7 ), / =  1, N, то R ^  Є Уу(7 ), де

Уу(7 ) =  |z Є С : Re (ze-!7/2)  >  ( і  -  ^  cos7/ 2  j  .

Отже, |R^| > ( і  -  2k )  cos 7 /2 .

Оскільки ф 0, η > 0;; =  1, Ν, то для оцінки швидкості збіжності дробу (5) вико­
ристаємо нерівність

1
І г  r  \ ^
Iі  n+m 1 n\ _

r (N ) r (N )l\n

\c-l\k l \c2 \k2 . . . \ c N\kN

^  N  ki /
iH------\ -км = п+ 1  Π Π (
k j ^ 0 ( j = W )  І = 1  r = 1

(12)
r ( J )
l x m + S j —r RU)

де sj =  n -  Σ  ki; R ?  =  J /  
i = i + 1 1,

. Mq) _  J Rn\ якщо «  >  0 , яка випливає з формули різниці підхі-
у+1 ^1, якщо я =  — 1

дних дробів Fn+m та Fn, η > 0, m > 0.

Враховуючи твердження 1 і С\ Є Р і(7 ) C G, де G =  j z  Є C : arg +  zj < n j ,  маємо

Cl h

T i l l
r W

s\+m — r R(1)Si— r

< Μ λρ\ι, 1 < к х <  и +  1.

Позначимо Ту = , тоді Y/ <Iе1 1
r U )
l ' S j + m —r

r U )
1XS j - r

7------ тт і---------- =  V) < 1/ У =  2,Ν,
( і  — 2Tv) COS2 7 / 2

Пуіі Y; < Ру;/1 < fcy < І П р 1 Ύ; =  ( і  -  і )  cos(7 /2 ) · р”'+1, kj =  m +  1. Враховуючи, 
ЩО М2 =  max {1; (1 -  j/(2N) )  COS7 / 2 }  =  1, маємо оцінку

rn+m Fn I <
R

(N)
n+m r ( n )l\ n

Σ <  L  ■ ς « ^ _ ,  ■ p ” + 1 ,

де L = 4M
COS2 7/2 . Перейшовши до границі при m —> 00, одержимо (11). □

Встановимо оцінку швидкості збіжності в об'єднанні параболічних областей, які по­
будовані за схемою запропонованою в роботі [8 ], тобто

Gi =  {ω Є C : | arg(a; +  /і)| <  я } (13)

та

Gs — Gs(Ci,C2,· . .,cs_ i ) — U  Ps(7)/
7 Є[Р1- 1,Г|-1]

(14)

>(7) =  { z Є C : |z| -  Re[ze v ) < 2 ls cos2 | j ,  -тс < 7  < n ,  ^ ( 1 ~ 2TV

де [η - 1, ! * - 11
S — 1

n [ті, ті], s =  2,N, і ті =  arccos ( A,̂ B якщо виконується умова
j=1 V у /

cos OLj <  1 — Й ·, і тІ =  — arccos ^A i + B i , якщо ця умова не виконується; 72 =  arccos A i - B j
Сі

otj =  arg су, Aj =  ( І су I -  Zy)(Zy +  |cy| cos ay), By =  |cy||sinay|̂ 2|cy|Jy(l +  cos ay), Cj =  ij +  |cy|2 +

2|Cy|/y COS OLj.



Теорема 3. Нехай елементи Cj, j =  1, N, Аробу (5) задовольняють умову Cj Є Gj, де Gj 
визначаються згідно з формулами (13)—(14). Тоді

1. Лріб  (5) збігається.

2. Областю значень дробу (5) є об'єднання кругів К(Г^)  IJ К(Г^).

3. Крім цього, якщо \cj\ <  Vj, j  — 2,N,Aevj  =  1̂ — min2{cos(r^/2 );cos(r2i /2 ) } /
то справджується оцінка швидкості збіжності

І f  — Fm\ < L · · pm+\ m >  0, (15)

1 + V1+4C1 (1 +  pi) r ,
де L =  Mi/vN; M x =  --------------- ---------- ; v  =  maxjp,·}; px =

(1  -  P l )  7=1 ,n

1 — \/l +  4ci

1 +  y/1 +  4ci

Аоведення. Пункти 1 та 2 доведені в теоремі 3 [8 ]. Встановимо оцінки знизу для \r \P\,

Pj =  \cj\/vj (j =  2,N ) ;F  — значення Аробу (5)

і  З

η >  0; і =  1, Ν. Оскільки с,· Є G,·,j =  1, Ν, то R ^  Є U V;(7 ), де
7 Є [іТ ;Г 2" ]

V-(7 ) =  { ζ  Є С : Re (ze“ 7'/2)  > ( і  -  ж )  cos ί  }  ·

Отже, справджуються оцінки |R^ l>  V^ ·
Аналогічно як у попередній теоремі використаємо нерівність (12) для оцінки швид­

кості збіжності дробу (5). Враховуючи, що — ------ -гу- -̂—ψ.—  < М хр\\ 1 < к\ <
Cl\h

тій r ( 1) R(1)lxs-[-r

І с, і ___
m +  1, та Yj < —  =  pj < 1, j  — 2, N, одержимо оцінку (15). □

Vj

Отримані умови збіжності відрізняються від раніше встановлених тим, що маємо зна­
чно ширшу область для вибору елемента С\, яка у випадку неперевного дробу є макси­
мально можливою. Встановлено оцінки швидкості збіжності при додаткових умовах на 
елементи 1-періодичного гіллястого ланцюгового дробу спеціального вигляду.
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Truncation-error bounds for the 1-periodic continued fraction of special form are established 
at the following conditions: if first element of the fraction belongs to complex plain with the cut 
(—00; —1/4] and the sum of modules of other elements is limited by a certain number; if elements 
belong to their respective parabolic regions or union of that parabolic regions and all their modules, 
except of the first one, are limited.
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вида / І  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — С. 187-195.

Установленьї оценки сходимости 1-периодической ветвящейся непрерьівной дроби специ­
ального вида при условиях: если первьій злемент дроби принадлежит комплексной плоскости 
с разрезом (—оо; —1/4] и сумма модулей остальньїх злементов ограничена некоторьім числом; 
если злементьі принадлежат соответствующим параболическим областям или обт>единению 
параболических областей и модули злементов, начиная со второго, ограниченьї.

Ключевьіе слова и фрази: 1-периодическая ветвящаяся цепная дробь специального вида, 
критерий Ворпицкого, обт>единение параболических областей.
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I n t r o d u c t io n  a n d  p r e l im in a r ie s

Let X be a complex Banach space, T (X ) be the algebra of all continuous complex valued 
polynomials on X and У ("Х ) be a subspace of T (X ) of π-homogeneous polynomials. Since 
every polynomial P Є У(Х ) admits an unique (up to a multiplicative constant) factorization 
p =  p™1 ■ ... ■ P™k in J’(X ) into irreducible polynomials, where m\,... , m*· Є N , deg Pj >  0, 
j  =  1 ,k, we can denote the radical of P as Rad (P) =  P\ · . . .  · P*·.

In the general case, let J =  (P i,. . . ,Pn) be the ideal generated by Pj, . . .  ,P„ Є 'JJ(X ), that is

J = i y p m :  Qi Є У(Х) j  , (1)

then the set Rad J is called the radical of /, if Pk Є J for some positive integer k implies 
P Є Rad J. For a given ideal / C У(Х), V(J)  denotes the zero of J, that is, the common set of 
zeros of all polynomials in J.

Let G be a subset of X. Then 1(G) denotes the hull of G, that is the set of all polynomials in 
У(Х) which vanish on G.

Ideals of the form (1) is called finitely generated in T(X ). The following theorem is an ana­
logue of the well known Hilbert Nulstellensatz for the infinite-dimension case (see [4, 5]).

Theorem 1. Let J be a finitely generated in 'J’(X). Then 1{V(J)} =  Rad J.

This theorem implies, in particular, that every irreducible polynomial in CP(X) is defined 
(up to a multiplicative constant) by its zeros.

In this paper we consider questions related to extensions of polynomials, using their zeros. 
Here we will use the fact in [3] that zero set of every homogeneous polynomial on a complex 
infinite-dimensional Banach space X contains an infinite-dimensional linear subspace. Also, 
we will use the well known Aron-Berner extension of polynomials in У(Х ) to the second dual 
X"  and the fact that the extension operator Ρ P is a topological homomorphism of algebras 
? (X ) and?(X ") (see [1, 2 ]).

©  Verkalets N.B., Zagorodnyuk A.V., 2013

1 G e o m e t r ic  e x t e n s io n  o f  p o ly n o m ia ls

Let P Є З’(Х), dim X =  oo. Since Ker P consists of infinite-dimensional closed linear 
subspaces ([3]), we can present Ker P =  Uft Va, where Va are maximal closed linear subspaces 
in Ker P and a. goes over a set of indexes. As usually,

V^ =  { f e X ' :  f ( x ) =  0,V*GVa} .

So, Vj-1- naturally contains Va and

V,11 =  {φ Є X" : <p(f) =  Ο,ν/ е У ,1 } .

Propositioni. Vj-1- =  V".

Proof. VaL L D V". By the Goldstain's theorem for every φ Є V" there is a net (χβ) Є Va such

that Χβ d'Lnk> φ that is f{xβ)  —> cp(f) for all / Є X'. Hence if / Є V/, then f{x^)  =  0 for all 
β. So, we have <p(/) =  0 and D V" .

On the other hand, if we have φ Є V&L, then φ Є X " . For any g Є V'K by the Hahn-Banach 
theorem there exists an extension g Є X' . Let g\, g2 be extensions of g to some elements in 
Xі, then gi -  g2 =  0 on Vx, i.e. gi -  g2 Є V/. Since φ Є V ^ ,  then q>(gi -  g2) =  0 and so,

<P(gi) =  <P(g2)·
Therefore we can define

<p(g) ■■=
where g is an arbitrary extension.

We have proved that φ Є V" , which means that Vj-1 C V ". It follows that VaL1- — V". □

The main question of this paper is: does Ker P =  Ua Vj-L , where P is the Aron-Berner extension 
ofP?

We have an affirmative answer for some partial cases.

Proposition 2. KerP D U^V/-1-.

Proof. Since each is naturally identified with v ”, then the restriction of P on V^1- coincide 
with the Aron-Berner extension of restriction of P onto Va. But P vanishes on Va and so,
Vj-1 C Ker P. □

Corollary 1. If  Uft V^1- is a zero-set of a polynomial R on X ", then Ker p =  UivV/1.

Proof. Without lost of the generality, we can assume that R is radical. By the Proposition 2, 
Ker P D Ker R, that is P Є /[V(R)]. By Theorem 1, P =  RQ  for some Q Є !P(X"). Note that 
Ker P = Ker R\x and Ker P = Ker R\x U Ker Q|x. So, Ker Q|x C Ker Ρ|χ and we have that 
Ker Q C Ker R. Hence Ker P =  Ker RQ =  Ker R =  □

Corollary 2. I f  X is a complemented subspace in X ", then Ker P =

Proof Let Τ : X " -» X be a projection. Then T maps Vj-1 onto Va . Let R =  Ρ ο T. So
υαναχ± C Ker R.

On the other hand, if z ^ Ua V -̂± , then T(z) ^ Uft l4 and so R(z) ф 0, that is Uft V/ 1 =  R. 
By the Corollary 1, Ker P =  Ua □

Since every dual Banach space is complemented in its second dual we have the following 
corollary.

Corollary 3. IfX  is a dual space to a Banach space, then Ker P =  UkVJ-1.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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Веркалець Н.Б., Загороднюк А.В. Геометричне продовження поліномів на банахових просторах // 
Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 196-198.

У роботі розглянуті деякі питання, пов'язані з продовженням Арона-Бернера поліномів на 
нескінченно вимірних комплексних банахових просторах, використовуючи природне продов­
ження їхніх нулів.

Ключові слова і фрази: однорідні поліноми на банахових просторах, нулі поліномів, продов­
ження Арона-Бернера.

Веркалец Н.Б., Загороднюк А.В. Геометрическое продолж ение полиномов на банаховьіх простран- 
ствах // Карпатские математические публикации. — 2013. —  Т.5, №2. —  С. 196-198.

У роботе рассмотреньї некотрьіе вопросьі, связанньїе с продолжением Арона-Бернера по­
линомов на бесконечно измеримьіх комплексньїх банаховьіх пространствах, используя есте- 
ственное продолжение их ну лей.

Ключевьіе слова и фразьі: однородньїе полиномьі на банаховьіх пространствах, нули поли­
номов, продолжение Арона-Бернера.
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ТОПОЛОГІЗАЦІЯ ПРОСТОРУ НАРІЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦІЙ

Волошин Г.А., Маслюченко В.К. Топологізація простору нарізно неперервних функцій // Карпат­
ські математичні публікації. —  2013. — Т.5, №2. — С. 199-207.

Тут ми вводимо локально опуклу топологію Т  пошарової рівномірної збіжності на про­
сторі S =  СС[0,1]2 всіх нарізно неперервних функцій / : [0,1]2 —> IR, доводимо, що простір 
(S, Т) повний, неметризовний і що простір Р всіх многочленів від двох змінних на [0,1]2 всюди 
щільний в S, отже, S —  сепарабельний.

Ключові слова і фрази: нарізно неперервні функції, поліноми від двох змінних, топологія 
пошарової рівномірної збіжності, повнота, гаусдорфовість, метризовність, сепарабельність.
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1. Топологія пошарової рівномірної збіжності. Розглянемо простір S =  СС[0,1]2 всіх 
нарізно неперервних функцій / : [0,1]2 —> R, заданих на квадраті Q =  [0,1]2, який е 
лінійним підпростором простору IRQ всіх дійснозначних функцій на Q. Для функції / : 
Q —>■ Ж і точки р — (х,у) Є Q покладемо, як звичайно, f x(y) =  fy{x) =  f (x,y) .  Нехай
II · 11 оо — це рівномірна норма на просторі С[0, 1] всіх неперервних функцій g : [0, 1] —> R, 
яка визначається формулою

|І£І|оо =  max \g(x)\.
0<х<1

Введемо на просторі S природну сім'ю переднорм, покладаючи

II/IIх =  ІІЛІоо для кожного X Є [0, 1] І ||/||у =  ΙΙ/уЦоо для кожного у Є [0, 1]

для довільної функції / Є S. Нехай

Гх =  {\\-\\Х : 0 < Х < 1 } ,  Vy =  {II · ||у : 0 < у <  1} і V =  Vx U Vy.

Розглянемо на просторі S локально опуклу топологію Т, що породжена сукупністю пе- 
реднорм V. Як це випливає з загальних побудов [4, с. 27], базу околів нуля топології Т  
будуть утворювати кулі

Β τ,σ ,ε =  ...,ym;e =  {/  Є S : max{ Ц/Ц*1, . . ·, ||/||*", ІІ/Цуі/· · ·/ ll/llym} <  ε}/

де τ  =  {χχ, . . . , χη} , σ  =  {у\,... ,ym} — довільні скінченні підмножини відрізка [0, 1] і ε — 
довільне додатне число (якщо т =  σ — 0 , то ми вважаємо, що ВТіііЄ =  S для кожного 
ε > 0). Легко зрозуміти, що сітка (/к)кєк елементів /к з S буде збігатися до функції / з S

(с) Волошин Г.А., Маслюченко В.Κ., 2013
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тоді і тільки тоді, коли всі х-розрізи /* рівномірно на [0, 1] збігаються до х-розрізу /*, а 
всі у-розрізи ( fK)y рівномірно на [0, 1] збігаються до у-розрізу f y, тобто

(Vx Є [0,1])(/* ^ f x на [0,1]) і (Vy Є [0,1])((/к)у =4 /у на [0,1]).

Тому топологію Т  на S ми будемо називати топологією пошарової рівномірної збіжності.
В цій статті ми вивчимо деякі властивості локально опуклого простору S =  (S, Т ), 

доведемо, що він повний, неметризовний і що його лінійний підпростір Р =  Р[0,1]2 всіх 
многочленів

N

у) =  Е  аіЛх,Ук 
і,к=\

від двох змінних на квадраті Q і простір С =  С[0,1]2 всіх сукупно неперервних функцій 
h : Q —» 1R всюди щільні в S, звідки отримаємо, що простір S сепарабельний. Це ли­
ше перші кроки у вивченні нового топологічного векторного простору S, і дослідження 
його подальших властивостей (бочковість, борнологічність, тощо) стане предметом най­
ближчого майбутнього.

2. Повнота простору S. Нагадаємо [4, с. 61], що фундаментальна сітка в топологічному 
векторному просторі (коротко: ТВП) Т — це така сітка ( ίκ)κςκ, що для кожного околу 
нуля U в Т існує такий елемент kq Є К, що для всіх таких к' і к" з К, що к! >  kq і k" > kq, 
маємо tK> — tK„ Є (і. ТВП Г називається повним, якщо в ньому кожна фундаментальна 
сітка ( ίκ)κ<Ξκ е збіжною, тобто існує такий елемент t Є Т, що для кожного околу нуля U 
існує таке Ко Є К, що для довільних к > ко різниця tK — t належить U.

Теорема 1. ТВП S з т о п о л о г іє ю  пошарової рівномірної збіжності Т  є повним.

Аоведення. Нехай (/к)кек — фундаментальна сітка в S. Тоді [4, с. 62]

0 * с є [ о , і ] ) ( | | / , - л » | Г - к > )  і ( v y  є  [ о , і ] ) ( І | / „ . - / « » | І у - > о ) .

З повноти простору С(,[0,1] =  (С[0,1], || · ||то) випливає, що для кожного х Є [0,1] існує 
така функція f x Є С[0,1], що /* =4 f x на [0,1], і для кожного у Є [0,1] існує така функція 
f y Є С[0,1], що ( fK)y =4 f y на [0,1]. Зокрема, для довільних точок х і у з [0,1] будемо мати

/*(у) =  lim/* (у) =  lim/K(x,y) =  lim ( fK)y(x) =  /y(x).

Тому формулою

f & y )  = Ґ ( У )  = fy ( x )

визначається функція / : Q —> JR, у якої f x — це її вертикальні х-розрізи /(х, ·) для 
кожного х Є [0,1], а /у — це її горизонтальні у-розрізи /(-,у) для кожного у Є [0,1]. За 
побудовою функції f x і fy неперервні, отже, / — це нарізно неперервна функція, тобто 
/ Є S. Оскільки

Ι Ι Λ - / Ι Ι *  =  Ι Ι / ? - / Ί Ι ο ο - * ο  і  ||/к —  / Н у  =  I I ( / к ) у - / у I U  ->■ о

для довільних х і у з [0,1], то /к -> / в S і, таким чином, фундаментальна сітка {fK) KeK 
збігається в S, що і дає повноту простору S. □

3. Гаусдорфовість і неметризовність простору S. Нагадаємо [4, с. 57], що ТВП Т буде 
метризовним тоді і тільки тоді, коли він гаусдорфовий і в ньому існує не більш ніж злі- 
ченна база околів нуля. Гаусдорфовість полінормованого простору (Т,Р ) рівносильна 
тому, що для кожної ненульової точки to з Т існує така переднорма ро Є Р, що po(to) >  0 
[4, с. 29].

Ми будемо використовувати поняття хреста хр(Е) підмножини £ добутку X х У. Ви­
значимо проекції ρτχ : X х У —> X і pry : X х У —> У, поклавши prx(x,y) =  х і 
ргу[х,\)) =  у для довільної точки (х,у) Є X х У. Нехай А =  ргх(Е)  і В =  ргу(Е). Хре­
стом множини £ в X х У називається множина хр(Е) =  (А х У) U (X х В).

Теорема 2. Т о п о л о г і ч н и й  векторний простір S є гаусдорфовим.

Аоведення. Нехай /о — ненульова функція з S. Тоді існує така точка (хо,уо) Є Q/ шо 
/(х0,у0) ф 0. В такому разі ||/0||х° >  |/(х0, ι/ο) І >  Ота ||/о||Уо >  |/(х0,Уо)| > 0, що і дає нам 
гаусдорфовість S. □

Теорема 3. Топологічний векторний простір S неметризовний.

Аоведення. Розглянемо довільну послідовність куль Вп =  Втп/Сгп)£н у просторі S, де τη і ση
— скінченні підмножини відрізка [0,1], а εη >  0, і покажемо, що система { Βη : η Є Ν }  не

ОО ОО
є базою околів нуля в S. Справді, множини τ  — 1J τ η і σ  =  [ j  ση не більш, ніж зліченні,

п= 1 η = 1
а відрізок [0,1] за теоремою Кантора незліченний. Тому існують точки Хо Є [0,1]\т і уо Є 
[0,1] \сг. Розглянемо кулю

В =  В*о;уо;і =  {/  є s : т ах {ІІ/Ц·"0' ІІ/ІІуо} ^  ! }

і покажемо, що Вп <£. В для кожного п. Справді, розглянемо хрест £ =  χρ( τη χ ση) =  
(т„ х [0,1]) U ([0,1] χ σ„) добутку τη χ ση, точку р0 =  (хо,уо) і покладемо F =  E U {р0}. 
Множина Р, очевидно, замкнена в квадраті Q. Визначимо функцію /о : F —» IR, поклада­
ючи /о(р) =  0, якщо р Є Е і /о(ро) =  2. Оскільки ро 0 £/ адже і Хо ^ т„, і уо ^ <г„, то така 
функція коректно визначена і неперервна. За теоремою Тітце-Урисона [2, с. 116] існує та­
ка неперервна функція / : Q —* JR, що f\p =  /о- Для цієї функції \\f\\x =  0 і ||/||у =  0 для 
кожного х Є тп і у Є сгп, отже, /Є  Вп. Але

ІІ/ІГ0 > \f(xo,уо)І = 2 І Ц/ІІуо > |/(хо/Уо)І = 2,

тому / ^ В.
Таким чином, В„ <£. В для кожного «. Тому система {В„ : η Є Ν }  не утворює бази 

околів нуля в S. Звідси негайно випливає, що не більш, ніж зліченної бази околів нуля в
S не існує, отже, S — неметризовний простір. □

Нехай А і В — довільні підмножини відрізка [0, 1] і Та,в — локально опукла топологія 
на S, яка породжена сукупністю переднорм Р дв  =  U 'Рв, ле V a =  {|| · ||'Y : х Є А ] і
Рв = (II · Ну є s}.

Теорема 4. Нехай А, В, C, D — підмножини відрізка [0,1] і (А, В) ф (C, D ). Тоді Та,в Ф
Tc,d ■



Аоведення. Припустимо, наприклад, що існує точка хо Є А\С. Розглянемо кулю Bq =  
ВТ();0 ;і, яка є околом нуля в топології Та,в і покажемо, що вона не є околом нуля в топо­
логії 7с,D· Справді, нехай т і σ  — довільні скінченні підмножини множин C і D відповідно, 
£ — довільне додатне ЧИ СЛО  І В =  Βτ,σ,ε — базисний окіл нуля В ТО П О ЛО ГІЇ 7с,D· Покаже­
мо, що В $£ В о- Розглянемо замкнену в квадраті Q множину F =  E U ( { хо}  х [ОД]), де 
E =  хр(т х σ).

Виберемо яку-небудь точку ι/о Є [0,1]\<7 . Існує така неперервна функція g : [0,1] —> R, 
Щ° g(yo) =  2 і g(y) =  0 для кожного у Є сг, адже множина σ  U {уо} скінченна, а тому 
замкнена в [0, 1], і у о ^ σ.

Визначимо функцію h : F —У 1R, покладаючи h(p) =  0 на £ і h(xo,y) =  g(y) для ко­
жного у з  [0,1]. Оскільки хо ^ т і g(y) =  0 на <т, то це визначення функції h коректне і h
— неперервна функція, адже її звуження h|е і /г| {.r0} х [од] на обидві замкнені множини £ і 
{хо} х [0,1], які в об'єднанні дають F, є неперервними. За теоремою Тітце-Урисона існує 
така неперервна функція / : Q -> R, що /|р =  h. Тоді / Є В, бо /|е =  0, отже, /* =  0 і 
f y =  0 для довільних х Є т і у Є σ, а тому \\f\\x =  0 < ε і ||/||у =  0 < ε, як тільки х Є τ  і 
у Є σ. Але / 0 В0, бо ||/||Хо =  ||/·γ°||οο =  Hglloo > |g(yo)l =  2 > 1.

Ми показали, що окіл нуля Во в топології Та,в не є околом нуля в топології 7с, о, отже, 
Та,в Ф Tc,d · Так само розглядаються і інші логічно можливі випадки С\А Ф 0 , B\D ф 0  
чи D\B тέ 0 . □

Наступний результат доповнює теорему 2.

Теорема 5. Топологічний векторний простір (S,Ta,b) буде гаусдорфовим тоді і тільки 
тоді, коли А =  [0,1] або В =  [0,1].

Аоведення. Нехай, наприклад, А — [0,1] і / — ненульова функція з S. Тоді існує така 
точка ро =  (*о,Уо) Є Q, що /(ро) ф 0 . В такому разі і /Уо(х) ф 0 в деякому околі 17 
точки хо в [0,1]. З умови А =  [0,1] випливає, що існує така точка a Є А, що a Є U. Тоді 
f a(yo) =  /уо(я) Ф о, а тому ||/||« =  ||/я||оо >  |/я (уо) І > 0, що і дає нам гаусдорфовість
(S,Ta,b).

Навпаки, нехай А ф [0,1] і В ф [0,1]. Тоді існує така точка ро =  (хо/l/ο) Є Q/ ЩО Хо ^ А 
іу0 <£В. Розглянемо хрест E =  хр(А х В) добутку А х  В, який є замкненою множиною в 
Q. Оскільки хо ^ А і уо £ В, то точка ро =  (хо/Уо) & Е. З повної регулярності квадрата Q 
випливає, що існує така неперервна функція / : Q —» [0,1], що /(ро) =  1 і/ (р ) = 0 н а £ . 
Для кожної точки х Є А чи у Є В будемо мати ||/||х =  0 і ||/||у =  0, бо тоді {x }  х [0,1] С Е  
і [0,1] x {у }  C Е, отже, f x =  0 і fy =  0. Але f  ф 0, бо /(ро) =  1. Це і доводить, що простір 
(S, Та,в) не гаусдорфовий. □

Наступний результат розвиває теорему 3.

Теорема 6. Топологічний векторний простір (S, Та,в) буде метризовним тоді і тільки то­
ді, коли обидві множини А і В не більш, ніж зліченні, і А =  [0,1] або В =  [0,1].

Аоведення. Аоспштність. Нехай А і В — не більш ніж зліченні на відрізку [0,1] множини, 
причому одна з них всюди щільна в [0,1]. Сукупність переднорм 'Ра,в — Т а U Тв буде 
зліченною, а тому простір (S, Та,в) має зліченну базу околів нуля. Крім того, він гаусдор­
фовий за теоремою 5. Отже, цей простір метризовний.

Необхідність. Якщо А ф [0,1] і В ф [0,1], то простір (S,Ta,b) не гаусдорфовий, отже, 
не метризовний. Припустимо, що хоча б одна з множин А чи В, скажімо А, незлічен­
на. Покажемо, що тоді простір (S, Та,в) не має не більш ніж зліченної бази околів нуля.
Для Ц ЬОГО розглянемо будь-яку П ОСЛІД ОВН ІСТЬ куль Βη =  Βτ„,ΐ7„,ε„, де Ти і сгп — скінченні

00
підмножини відповідно множин А і В. Множина τ  =  (J τη не більш ніж зліченна, тому

/1= 1

існує такий елемент Хо, що Хо Є А і Хо ^ т. Розглянемо окіл нуля В =  В{Хо};0;1 в (S, Та,в) і 
покажемо, що В„ ^ В для кожного п.

Для даного номера η візьмемо будь яку-точку уо Є [0,1] \σ„ і побудуємо таку непе­
рервну функцію g : [0,1] —> 1R, що #(Уо) =  2 і g(y) =  0 при у Є ση. Як і в доведенні 
теореми 4, легко побудувати таку неперервну функцію / : Q —>■ 1R, що /(хо,у) =  giy) на 
[0,1] і / \хф„ ХСГпу =  0. Тоді / Є В„\В і теорема доведена. □

4. Рівномірне наближення неперервної функції многочленом з даними значеннями.
Тепер ми беремо курс на доведення рівності P =  S. Це можна зробити двома способами: 
складнішим, але цікавішим, бо на цьому шляху нам потрібно довести твердження, які 
цікаві самі по собі, і простішим, але нуднішим через свою простоту. Історично спочатку 
виник перший спосіб, який відображений у тезах [3], а потім другий, про який іде мова в 
тезах [1].

Почнемо з однієї цікавої теореми, яка використовується при доведенні рівності P =  S 
першим способом.

Теорема 7. Нехай f  : [0,1] —> R  — неперервна функція, Х\,... ,хп — різні точки з відрізка 
[0,1] і ε >  0. Тоді існує такий многочлен g : [0,1] —> R, де g(xfc) =  f ( *k)  ПРИ k =  1 ,..., π і 
Ik -/Ileo <  ε.

Аоведення. Розглянемо при k =  1, . . . ,η многочлени

Ф к { і ) = Л Фк{ х ~ х' } 1 п ( х ) = Ш '

для яких срк{хк) =  1 і <Рк(*і) =  0 ПРИ г Ф к- Функція

? (* ) =  Е  \<Рк(х)1 
к=1

зрозуміло, неперервна на [0, 1], отже, існує Ц7 Ц00 =  max 7 (х ) . Оскільки Ц7 Ц00 > 'у(хк) =  1
0<х<1

для кожного к =  Ι , . , . ,η ,  зокрема, Ц7 Ц00 >  7 (хі) — 1/ то ІІ7І|оо > 1. Тому ми можемо 
розглянути число εο =  Для якого, очевидно, виконується нерівність 0 <  εο < |.

За класичною теоремою Вейєрштрасса про рівномірне наближення неперервних 
функцій многочленами існує такий многочлен р : [0,1] —»■ R, що ||р — /||со < £о- За по­
правками Сік =  /(xjfc) — p(xfc) побудуємо многочлен

η
q(x) =  J2ak(pk(x), 

к=1

для якого Cj(xk) =  Oik ПРИ к =  Ι , . , . ,η.  Зауважимо, що

1**1 =  І/ (* * )-р (* * )І  <  ІІ/-р||оо < ε 0



для кожного к =  1,... ,п, тому

\q(x)\ < Е  \ак\\<Рк(х)\ <  £оі(х)  <  £о
к=1 2ІІ7ІІСО ІІП|0° 2

для кожного х з [0, 1], отже, \\q\\oo <  §· Для многочлена g(x) =  р(х') +  q(x) будемо мати, 
що g(xk) =  р(хк) +  q(xk) =  РІхк) +  4 =  f ( xk) Для кожного к =  1,..., п, причому

| |g - / | |o o  =  ||<7 +  р -  /||оо <  Halloo +  | |р - / | |о о  < |  +  ео < · |  +  !  =  ε.

□

5. Одна інтерполяційна теорема для многочленів. Далі нам потрібен буде один ре­
зультат з тез [3]. Ми подамо його з доведенням, оскільки в [3] зроблені лише вказівки.

Теорема 8. Нехай К — довільне поле, Х\, . . . , хп — різні точкизК іуі, . . . ,ут — різні точки 
з К, Р\ (у ) , ... ,рп (у) — многочлени з К[у], qi (x ) , . . . ,  qm (x) — многочлени з К[х], причому

Pkiyj) =  qj(*k) АЛЯВСІХ k =  І , ... ,ti і j  =  І , . . . ,т.

Тоді існує такий многочлен f ( x , у) з К[х,у], що /{хьУ) =  Рк(у) 1 І ( х>Уі) =  qj(x) Аля до­
вільних х і у з К так =  1 ,...,n і j =  1 ,...,ττι.

Аоведення. Крім многочленів (рк(х), породжених точками Х\,..., хп, які ми розглядали в 
доведенні попередньої теореми, і для яких

(р к і ї і )  =  h i  =  {  0' к ф  / 

розглянемо і такі ж многочлени t])j(x), які породжені вже точками у\,.. . ,ут, і для яких

Ψί(ν,) =  &і,і-
Для многочлена

П

g(x>y) = E  рк(у)<рк(х)
к= 1

будемо мати, що g{xk,y) — Рк(у) на К для кожного к =  1,..., п. Розглянемо многочлени

т

qj(x) =  q j { x ) - g { x , y j ) і h{x,y) =  ^ ^ (х )^ ( у ) .
і=1

Зрозуміло, що h(x,у,·) =  qj(x) на К для кожного ; =  1,..., т.
Нарешті розглянемо многочлен

Д*/У) = $ І Х'У) + Н Х>У) 

і покажемо, що він і є шуканим. Зауважимо спочатку, що

qj(xk) =  qjixk) -  g(xbVj)  =  qj(xk) -  Pk(yj) =  o

для довільних j  і k, тому
m

Нхьу) = L ¥ xkWy) = 0
;= i

для кожного k — 1 ,..., η. В такому разі

/О  ік,у) = g ( x b y )  +  Hxkfy) =  Pk(y) +  о =  Pk(y)

на К для кожного k =  1 ,..., η. З іншого боку

f (x,yj )  =  g ( x>yj) +  Н х’ Уі ) =  g(x>yj) +  q;i.x) =  qj(x)

на K для кожного j  =  ί , ... ,m. Теорему доведено. □

6. Щільність підпростору многочленів у просторі нарізно неперервних функцій. З
теорем 7 і 8 ми виведемо такий результат.

Теорема 9. Простір P =  Р[0,1]2 всіх многочленів

N

g & y )  =  E  aj,kx’yk 
j,k=0

від двох змінних х і у з дійсними коефіцієнтами CLj'k на квадраті Q всюди щільний у про­
сторі S з топологією пошарової рівномірної збіжності.

Аоведення. Нехай / Є S і В — ΒΤ/(7,ε — довільний базисний окіл нуля в S. Покажемо, що 
існує такий многочлен g Є Р, що g — f  Є В. Нехай т =  {х\,..., хп} і σ — {у\,... ,ут }, де 
Хк ф Xj і Ук ф у] при к Ф j. За теоремою 7 для кожного k =  І , . . . ,  η існує такий многочлен 
Рк(у), що II/** -  РкII 00 < £ і Рк(уу) =  f Xk(yj) для кожного j  — 1 і так само для
кожного j  =  \,... ,7П існує такий многочлен qj(x), що ||/у. — t/у 11 оо <  £ і qj(xk) — fyj{xk) Для 
кожного к =  1, ... ,71. Оскільки

РкІУі) =  f Хк(Уі) =  /(.Хк'Уі) =  f yj(xk) =  qj(xk)

для довільних j  і к, то за теоремою 8 існує такий многочлен g(x, у) з Р, що g(xk, у) =  Рк(у) 
і g(x,yj)  =  qj(x) для всіх х і у з [0,1] і довільних к =  1,... ,п і ; =  Ι , . , . ,τη. Для цього 
многочлена будемо мати

II/-ЯІГ* =  II/** -  Λ »  =  II/** -  Рк\\оо < е

і

\\f - ghj = ІІ/у/— Sy;-lloo= ІІ/у; ~qj\\°o < ε, 
отже, g — f  Є В. Це показує, що / Є Р, отже, P =  S. □

7. Інший спосіб доведення рівності P =  S і сепарабельність простору S. Ми довели 
рівність P =  S, використавши теорему Вейєрштрасса про рівномірне наближення не­
перервних функцій g : [0,1] —> 1R на відрізку. Але є й інша теорема Вейєрштрасса про 
рівномірне наближення неперервних функцій у : [0,1]2 — ]R від двох змінних на квадра­
ті Q =  [0,1]2. Саме її ми використаємо при іншому доведенні рівності P =  S.

Почнемо з такого простого спостереження.

Теорема 10. P =  С у просторі S.



Аоведення. Зрозуміло, що P C С, бо P C С. Доведемо, що і C C Р. Для функції φ Є С  ми
покладаємо \\φ\\ оо — max \ φ(ρ)\·

_  p tQ
Нехай / Є С ,  х\,..., хп —  різні точки з [0,1], у\,... ,ут — різні точки з [0,1] і ε >  0. Тоді 

існує така функція g  Є С, що \\f -  g\\Xk < f  при k — 1,. . . , η  і ||/ — g\\yj <  § при / =  1,. . . ,  m.  

За теоремою Вейєрштрасса для функцій від двох змінних існує такий многочлен h Є Р,  

що \\g -  h D оо < §. Тоді

II/ -  л г  < II/ -  $ Г ‘ +  Ili -  Ч ч  < І  + 11«  -  Л||« < І  + 1  =  ί

І

I I /  -  h\\y. <  I I /  -  g\\yj +  I\g -  h\\yj <  -  +  \\g -  h\\oo <  2 +  2 =  ε·

Це показує, що f  Є Р.  Π

Теорема 11. C =  S.

Аоведення. Нехай / Є S, τ  і σ — скінченні підмножини відрізка [ОД] і ε > 0. Розглянемо 
хрест

Ε =  χρ ( τ  х σ) =  ( τ  x [0,1]) U ([0,1] x σ).

Очевидно, що Ε — це замкнена підмножина квадрата Q. Звуження /|е буде сукупно 
неперервною функцією на множині Е, бо / — нарізно неперервна функція, а тому всі 
звуження /І [од] х {у} і /І {x} X [од] неперервні, крім того, всі МНОЖИНИ Δу =  [0,1] X {у} і 
Δχ =  {х }  х [0,1] замкнені в £ і Е — це скінченне об'єднання множин такого типу, а 
саме, E =  ( U  Δ*) U( U Ау). За теоремою Тітце-Урисона існує така функція g  Є С, що

хЄт у е а
g\E =  /|£. Тоді gx =  f x для всіх х е т і  gy =  fy  для всіх у Є σ, а значить

\\g-f\\x =  l! x̂ - f x\\oo =  0 С ε для всіх х Є τ

\ \ g - f h  =  ІІ&-/уІІ°о =  ° <  ε для всіх y e a .

Звідси випливає, що / Є С.
З теорем 10 і 11 негайно отримуємо рівність P =  S. □

Теорема 12. Простір S з топологією пошарової рівномірної збіжності сепарабельний.

Аоведення. Розглянемо множину R всіх многочленів

N

Лх'У) = E  aj,kx’yk 
і,к= 1

на квадраті Q з раціональними коефіцієнтами Нескладно переконатися у тому, що 
множина JR зліченна.

Оскільки Q =  R, то, як легко перевірити, для довільного ε >  0 і кожного многочлена 
g  з Р  існує такий многочлен r Є R, що \\g -  r||oo < f  · За теоремою 9 для кожної фун­
кції / Є S, довільних точок х1г..., хп і У\,..., ут з [0,1] існує такий многочлен g  Є Р,  що

II/ -  g\\Xk < f  і II/ — g \\ у j < f  ДЛЯ к — І , ..., и і j  =  1,..., т. Знайшовши для цього много­
члена g Є Р відповідний многочлен r Є R, ми отримаємо, що

II/ _  rp  =  \\f 4 _  ^ ι μ  < IIfxt _  ^ | )β0 +  ||^ _  r^||oo < II/ _  g ||*k +  ||g _  r)|oo < £ +  £ =  ε 

і аналогічно

I I / - i y ,  <  ||/-g||yy +  l l g - i o o  <  ε

для довільних k =  і , . . . , η i j  =  1 ,..., т. Тому R =  S, отже, S — сепарабельний простір. □

Автори висловлюють вдячність А.В. Загороднюку за стимулюючу участь у обговореннях і 
корисні пропозиції.
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Нехай (λ „ ) —  невід'ємна зростаюча до +оо послідовність, τ  =  lirn̂  a ρ  —  додатне чи­

сло. З класичної теореми Ж. Валірона випливає, що для кожного цілого ряду Діріхле вигляду 
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Вс т у п

Нехай А  — клас невід'ємних зростаючих до +оо послідовностей Λ =  ( λη). Для послі­
довності Л Є А  через Т>(\) позначимо клас цілих (абсолютно збіжних в С) рядів Діріхле 
вигляду

ОО
F(s) =  Σ  ЯпЄ5Ч  s =  σ +  it, (1)

п= 0

які не зводяться до експоненціальних поліномів, і нехай

т(Л) = її—>°о Ап

Покладемо V  =  и\еЛТ>(\). Максимум модуля і максимальний член ряду (1) визначимо 
відповідно за рівностями

M(cr,F) =  sup{|F(s)| : Res =  σ}, }i{c,F) =  max{|a„\e?Xn : n Є Ν 0},

де Ν 0 =  Ν  U {0 }, і для кожного р Є (0, +  оо) (надалі р вважаємо фіксованим) покладемо

T(F) =  Йш ІПМ^ /— , t{F) =  Em ln/Ŷ /-— , K(F) =  Ї Їт
v > cr—>+oo e ? a  cr->+oo βΡσ  «->00 ер

Величина T(F) називається [2, c. 178] R-типом (типом за Ріттом) ряду F. З нерівності 
Μ(σ, F) >  fi(cr,F) (аналог нерівності Коші) випливає, що T(F) > t(F). Крім того, легко

©  Глова Т.Я., Філевич П.В., 2013

довести (див. нижче лему 5), що t(F) — K(F)  для кожного ряду Діріхле F Є 'D. Отже, 
завжди T(F) >  K(F).

Ж.Ф. Рітт [5] довів, що умова τ(Α ) =  0 є достатньою для того, щоб R-тип кожного 
ряду Діріхле Р Є Τ>(λ) можна було обчислити за формулою T(F) =  K(F). Зазначимо, 
що твердження Ж.Ф. Рітта випливає з наступної теореми Ж. Валірона [9] (див. також [2, 
с. 184], [4], [1]): якщо А > 0 і т(Л) < А, то для кожного ряду Аіріхле F Є V(X)  виконується 
співвідношення

М(сг,F) =  о(ц(сг +  A ,F)), σ  -> +со. (2)

Справді, використовуючи (2), отримуємо

T(F) <  Ita  h n k + M l = е?А ita  ln<<(‘; + A-F) =  = ^ K{F)
v 7 _  (7->+00 eP °  cr^ + oo  e p(cr+A) x ' v ’

З довільності A > τ (λ )  випливає, що

T(F) < e ^ K ( F ) ,  (3)

а тому T(F) =  K(F)  за умови τ(Λ ) =  0. Крім того, якщо τ (λ )  < +оо і K(F) — 0, то й 
Г(Р) =  0, а тому Т(Р) =  K(F). Згідно з нерівністю T(F) > K(F), рівність T(F) =  K(F) 
правильна і у випадку K(F) — +оо.

Метою нашої роботи є доведення наступних теорем, які вказують на точність оцін­
ки (3).

Теорема 1. Нехай послідовність А Є А  така, що τ (λ ) < -f оо, К є [0, +оо] і Т Є [K, ef,T̂ XiK]. 
Тоді існує ряд Аіріхле F Є Τ>(λ), для якого K(F) — K iT (F )  =  Т.

Теорема 2. Нехай послідовність А Є А  така, що т(А) =  +оо, К Є [0, +оо] і Т Є [К, +оо]. 
Тоді існує ряд Аіріхле F Є Р (А ), для якого K(F) — K і T(F)  =  Т.

Зауваження 1. З теорем 1 і 2 випливає, що для кожної послідовності А Є А такої, що
т(А) > 0, існує ряд Аіріхле F Є 'D(A), лля якого T(F)  > K(F). Отже, у випадку τ  (λ ) > 0,
на відміну від випадку т(А) =  0, R-тип ряду Аіріхле F Є V (  А) не можна, взагалі кажучи, 
обчислити за формулою T(F)  =  K(F).

Зауваження 2. Нехай λ Є А, а А* =  (Ар — підпослідовність послідовності А. Розглянемо 
довільний ряд Аіріхле F* Є Ό(λ* ) вигляду

ОО
F*(s) =  £  a*kesAk, s =  σ +  it, (4)

k=ο

і для кожного n Є No покладемо an — а*к,якщо\„ =  А *к для деякого k Є N 0/ і ап — 0, якщо 
λ η не є членом підпослідовності А*. Тоді для ряду Аіріхле (1) з так визначеними коефіці­
єнтами αη маємо F(s) ξ  F*(s), а тому F Є Т>(\). Отже, якщо для деякої підпослідовності 
А* послідовності λ існує ряд Аіріхле F* Є 'D (λ*),  що володіє певною властивістю, тоіснує 
ряд Аіріхле F Є який володіє цією ж властивістю.

Зауваження 3. Легко довести, що для кожної послідовності А Є А  і довільної сталої ве­
личини К Є [0, +оо] існує такий ряд Аіріхле F Є Ί ) (λ) ,  що T(F)  =  K(F) =  К. Справді, з
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кожної послідовності λ  Є Л можна виділити таку додатну підпослідовність А* =  (А£), 
що т(Л*) =  0. Покладемо тоді

=  ‘ є н . .  <5)

де (Кь) — довільна додатна послідовність, що прямує до К (у випадку К =  + оо  беремо 
Кіс =  л/Щ АЛЯ Βαχ ̂  Є Νολ і розглянемо ряд Аіріхле вигляду (4). За наведеною нижче 
лемою 2 цей ряд є цілим, а тому F* Є Т>(\*). Крім того, для нього, як легко перевіри­
ти, K(F*) =  К. Тоді T(F*)  — K(F*) =  К за наведеним вище твердженням Ж.Ф. Рітта. 
Залишилось врахувати зауваження 2.

1 Д о п о м іж н і  р е з у л ь т а т и

Наведемо деякі допоміжні результати, якими скористаємося при доведенні теорем 1 
і 2. Наступну лему доведено в роботі М.М. Шеремети [6 ].

Лема 1. З довільної послідовності А Є А, для якої τ  (λ ) > τ  >  0, можна виділити таку 
підпослідовність λ* =  (А£), що lnfc <  тА*к +  1 для всіх к Є N  і In kj > τλ\ для деякої 
зростаючої послідовності (kj) натуральних чисел.

Нехай А Є А. Розглянемо довільний (не обов'язково цілий) ряд Діріхле вигляду (1) і 
покладемо

В(Р) =  {^ є (-о о ,+ о о ):| я п|^Л" = о ( 1 ) , 7? —>со}, 0(F) =  (  °°'
[supB(F), B(F) φ 0 .

Легко довести (див., напр., [7, с. 10]), що

/3(F) =  lim —— In Τ - - Τ­
η—> оо Λ-η \ЯП I

Приймемо також
, /т,х τ;--- ІПП
/lo(F) =  lim/i->oo — In Ian I 

Правильна така лема (див., напр., [7, с. 10,12]).

Лема 2. Нехай А Є А, а F — довільний ряд Аіріхле вигляду (1). Якщо т(А) =  0 або 
ho (F) < \, то для того, щоб цей ряд був цілим, необхідно і досить, щоб виконувалась 
умова /3(F) =  +оо.

Для кожної послідовності А Є Л  введемо позначення

Ті (А) =  lim γ ψ γ - ·
u—>оо Λ η 1 η Λ π

Зауважимо, що якщо т(А) < +оо, то τχ(Α) =  0.

Лема 3. Нехай А Є Л, а F — довільний ряд Аіріхле вигляду (1). Якщо Х\ (А) <  ̂ і K(F) < 
+ 00, то цей ряд є цілим.

Аоведення. Зафіксуємо таке додатне число К, що K(F) < К. Тоді з означення величини 
K(F)  отримуємо

Отже,

Крім того,

(Кер\ І -
Щп І <  1 - у 1 \ , П > По.

а д < р 1і т г ^ : = р т 1(л ) < 1.
А п  Ш  К ер

1 і 1 ^ 1 А„ А,; 1 λη
γ -  In і— i > τ----- In —— =  -  In — , η >  η0,
А„ |й,г| лп р Кер р Кер

звідки випливає, що /3(F) =  +оо. Залишилось зіслатись на лему 2. □

Нехай Ω — клас додатних на (—оо, +оо) функцій Ф таких, що Ф' є додатною, неперерв­
ною, зростаючою до 4-оо на (—оо, +оо) функцією. Для функції Ф Є Ω нехай φ — обернена 
до Ф' функція. Функція φ є неперервною, зростаючою до +со на (0, +оо). Покладемо

Ύ ^ = σ ~ Ρ ^ ) '  σ Ε  ί - 00̂ 00)·

Функція Υ  називається, як відомо, спряженою за Ньютоном з Ф і є зростаючою до +оо на 
( - 00, +оо).

Лема 4. Нехай А Є Л, F — довільний ряд Аіріхле вигляду (1) такий, що /3(F) =  +со, і 
Ф Є Ω. Тоді In μ(σ, F) <  Φ (σ), σ  > σο, якщо і лише якщо In\an\ <  —λ ηχ¥(φ(λη)), η > Hq.

Лему 4 доведено в [7, с. 18-19] у припущенні, що F є цілим рядом Діріхле (тоді, зро­
зуміло, /3(F) =  +оо). Однак, як легко переконатись, в доведенні використовується лише 
умова /3(F) =  +00 (яка може виконуватися і для ряду Діріхле, що не є цілим).

Прийнявши Ф(сг) =  tePa, σ  Є (—оо, +оо), де t — додатне число, з леми 4 отримуємо 
такий наслідок.

Лема 5. Нехай λ Є A, F — довільний ряд Аіріхле вигляду (1) такий, що /3(F) =  +оо, a t — 
додатне число. Тоді In μ(σ, F) < tepcr, σ  >  сг0, якщо і лише якщо

tep
Ля
Р

Щп І < \^γ- J , П > Щ.

Для ряду Діріхле F вигляду (1) і всіх η Є No покладемо Sn =  Еь=„ \ak\- Правильний 
наступний критерій цілості ряду (1) (див., напр., [2, с. 116]).

Лема 6. Нехай А Є Л. Для того, щоб ряд Аіріхле F вигляду (1) був цілим, необхідно і 
досить, щоб виконувалась умова

,· 1 , 1lim —-  in —  =  + 00 .
η - >оо Лп S n

Поряд з рядом F вигляду (1) розглянемо ряд Діріхле

00
F(s) =  £  SnesX». (6)

«=о



Якщо ряд F є цілим, то за лемою 6 маємо /3(F) =  +оо, тобто для ряду (6) його макси­
мальний член μ(σ,Ρ)  =  max{S„eiTA" : п Є N o } є визначеним для кожного σ  Є (—оо, +оо). 
Більше того, якщо коефіцієнти ап ряду F є невід'ємними числами і ε > 0, то, як доведено 
в [8], виконуються нерівності

μ(σ,Ρ)  <  М(сг,F) < M(0,F) +  ^μ(σ +  e,F), σ  Є (-оо, +оо).

Використовуючи ці нерівності, легко довести (див. також [3]) таке твердження.

Лема 7. Для кожного ряду Аіріхле F Є V  вигляду (1) з невід'ємними коефіцієнтами ап 
правильна рівність T (F ) =  f(F).

2 Д о в е д е н н я  т е о р е м и  1

Нехай послідовність А Є А така, що т(А) <  +оо, К Є [0, +оо] і Т Є [К,ерт̂ К ] .  Доведе­
мо, що тоді існує ряд Діріхле F Є F)(\), для якого K(F) =  К і T(F) =  Т.

Згідно із зауваженням 3, доведення потребує лише випадок, коли т(А) > 0, К Є 
(0, +оо) і Т Є (К,ерт̂ К ]  (в інших випадках К =  Т).

Нехай τ  =   ̂In Тоді 0 < τ  < т(А). Виберемо довільну додатну підпослідовність 
А* =  (А£) послідовності λ таку, що т(А*) =  т (якщо 0 <  т < т(А), то існування такої під­
послідовності випливає з леми 1, а якщо т =  т(А), то візьмемо А* =  (А„+і)). Покладемо

Кер\ p

Розглянемо ряд Діріхле (4) з так визначеними коефіцієнтами a*k. Оскільки т(А*) =  т < 
+00 і для ряду F* маємо, як легко бачити, K(F*) =  К <  +оо, то за лемою 3 цей ряд є 
цілим. Отже, F* Є Т>(А*).

Доведемо, що T(F*) =  ертК =  Т. Застосовуючи нерівність (3) до ряду F*, маємо 
T(F*) < ертК, а тому досить довести, що Г(Р*) > ертК.

З рівності τ(Α *) =  τ  випливає існування додатної збіжної до т послідовності (тк) і 
зростаючої послідовності (кр) натуральних чисел таких, що

\ пк<т к\1, к Є N 0; \пкр =  ткр\*крГ р Є Ν 0. (7)

Для всіх р Є No покладемо

■ки +  г
Пір =

Оскільки коефіцієнти ряду F* є невід'ємними числами, то

M(cr,F*) =  Σ  alea,xk, σ  Є (-οο,+οο), (8)
к=о

а тому для всіх р Є No маємо

кр к„ / т, \ I t  / Д* \ р кр λ1 кр

£ . ( ? ) '  Ш  * £ , Ш ·  ' - £ , к

I —1п2н—
кР =  p  P кР Р кР·

крім того,
lnmp \пкр - 1 п 2  ткрЧ р “ 1п2

Am  >  -----------  >  -----------------------  =  -------------------------- .
'ї'Шр Ttnp ТіПр

Тоді, врахувавши, що σρ —> +оо, р - >  оо, і Тк —> τ, к - *  оо, отримуємо

Отже, ми довели, що для підпослідовності А* існує такий ряд Діріхле F* Є Τ>(λ*), що 
K(F*) =  K і T(F*) =  Т. Тому (див. зауваження 2) існує такий ряд Діріхле F Є Ί ) (λ) ,  що 
K(F) =  K і T(F)  =  Т. Теорему доведено.

/ -------  1 η Μ ( σ ρ , F * )  пт -------
T(F*) >  lim ----- — - > ер Кр lim

4 у — р^оо ер р ~  р->0о

З Д о в е д е н н я  т е о р е м и  2

Нехай послідовність А Є А така, що τ (λ ) =  +оо, К Є [0, +оо] і Т Є [К, +оо]. Доведемо, 
що тоді існує ряд Діріхле F Є Τ>(λ), для якого K(F) =  K і T(F)  =  Т.

Можемо вважати, згідно із зауваженням 3, що К Є [0,+оо) і Т Є (К,+оо] (в іншому 
разі K =  Т). Далі розглядаємо окремо три випадки у залежності від значень, яких можуть 
набувати величини K і Т.

Випадок 1: К Є (0, +оо), Т Є (К,+  оо). Покладемо т =   ̂In Тоді 0 < т < +оо, а 
тому за лемою 1 з послідовності А можемо вибрати таку підпослідовність А* =  (А£), що 
т(А*) — т. За теоремою 1 існує ряд Діріхле F* Є Т>(А*), для якого K(F*) =  ІС і Г(Р*) =  
βΡτ(λ*')Κ =  Т. Тому (див. зауваження 2) існує такий ряд Діріхле F Є Х>(А), що K(F) =  К і 
T(F) =  Т.

Випадок 2: К Є [0, +оо), Т =  +оо. Використовуючи лему 1, легко довести, що з послі­
довності А можна виділити таку додатну підпослідовність А* =  (А£), що т(А*) =  +со і 
Ті (А*) < і

Оскільки т(А*) =  + 00, то існують додатна зростаюча до +оо послідовність (т^) і зро­
стаюча послідовність (кр) натуральних чисел, для яких виконуються рівності (7). Для ко­
жного А: Є No покладемо

(К, якщо К Є (0, +оо);

1 якщо К =  0.

Тоді
lim Kk =  K, lim TkKk =  +oo. (9)
k—>oo k-^co

Розглянемо ряд Діріхле (4) з коефіцієнтами я£, визначеними за (5). Використовуючи 
першу з рівностей (9), легко отримуємо, що K(F*) =  К <  + 00. Крім того, Ті (А*) <  Тоді 
за лемою 3  розглянутий ряд є цілим. Отже, F* Є Ό ( λ * ) .

Доведемо, що T(F*) =  +оо. Для всіх р Є No покладемо



Оскільки коефіцієнти ряду F* є невід'ємними числами, то виконується (8), а тому для 
всіх р Є No маємо

М (< г „Р )>  Е  4<?гЧ =  Σ  ( ψ - Ϋ ί & Υ  г  t
к=т„ к=т0 \ Ак /  \ К к / Р  /  *= т  z

Тоді, врахувавши, що сгр —> +оо, р -> оо, і скориставшись другою з рівностей (9), отриму­
ємо

  In M(cTp,F*) ---- \пкр — 1п2 -—
T(F ) >  lim ------- ----------  > lim --------------- Кк ер =  ер lim тк Кк =  +оо.

v р —>оо р->оо Λ *  Р г  г  р->оо p р
Р

Отже, ми довели, що для підпослідовності А* існує такий ряд Діріхле F* Є Т>(Х*), що 
K(F*) =  K і T(F*) — + 00. Тому (див. зауваження 2) існує такий ряд Д ір іх л е  F Є Т>{А), що 
K(F) = K i T ( F )  =  +оо.

Випадок 3: К =  О, Т Є (0, + о о ). З рівності т (А )  =  +оо  випливає існування додатної 
зростаючої до +00 послідовності (τ„) і зростаючої послідовності (пк) натуральних чисел 
таких, що In η <  τηλ η, п Є No; In пк =  тПкАПк, к Є No- При цьому, зрозуміло, послідовність 
{пк) можемо вважати зростаючою настільки швидко, що для кожного к Є No виконую­
ться нерівності

'4 + 1

¥ ] > -

Приймемо тк =  [ ^ ] . Тоді тк < пк < tnk+i за першою з нерівностей (10). За індукцією, 
використовуючи другу з нерівностей (10), отримуємо

Нехай К к =  Те~Т"*р, к Є No- Зауважимо, що послідовність ( К к) є спадною до нуля. Для 
довільного п Є No покладемо ап =  0, якщо п £  [шк, пк] для кожного к Є No, і нехай

- ( ί ) · ·
якщо п Є [пік/ пк\ для деякого к Є No- Розглянемо ряд Діріхле (1) з так визначеними 
коефіцієнтами ап і зауважимо, що його можна зобразити у вигляді

со пк
F(s) =  Е  E  a"eSK-

к=0п=шк

Зрозуміло, що K(F) — 0. Доведемо, що ряд F є цілим і для нього T(F) =  Т.
Нехай а >  0 — фіксоване число. Тоді функція у =  ( у ) *  є спадною до нуля на півін- 

тервалі [а, + с о ). Отже, якщо ко — min{/c Є No : Ащ > рКо}, то для всіх k > ко і кожного 
п Є [тк,пк] маємо ащ > ап > ащ > ащ+1. Тому, прийнявши

для всіх к>к\  отримуємо

>h 
Σ

п=тк

п=тк

Оскільки

(13)

 ̂ , In m*. In я*· — 1 , 1 ,  ̂ ,
Апк ^ AWjr >  > =  АПк — — , к >  к2,

Тщ Т'Ч
то для всіх к >  к2 маємо \„к — Лщ =  0 < вк <  1, звідки, зокрема, випливає співвідно­

шення —> 1, к —> оо.
тк

Далі покажемо, що lim^oo =  lim^,*, Р*. =  Т. Справді, оскільки К*. =  Те~Т”кр, то при 
к —> оо отримуємо

=  ^mk cTnkp~jL· (  J C P ^ ^  = e~^rkj  ( ^тк\^Ч (  Тер
ер  \£ "kf>h „ k J  \ \,jk J  \ е  пкрАтк

= е ~ * к г  (  Л” Л ^  ί  Тер λ
U J  U -'X.J

Покладемо Sp =  Σ “=ρ й«/ Р Є No і зафіксуємо довільне ε Є (0, min{l, Т }). З (12) випли­
ває, що

£  я„ < пка щ  <  ("(r  +  £)gPN\  ̂ к >
n = m k \  А »к /

Використовуючи (11), для всіх р Є («fc/ і к >  ^ (ε ) маємо

S p = £ „ , ,  +  £  " f  . . < ( ( ! + * £ ) *  +
« = « *  /—1 n = m k+j \ л пк /  y=1  \  Л 'и+У /

s ^(Г +  ф р^ 4 g  I  2 |-(Г +  ф р ^ <  ^ (Τ  +  2 ε ) φ γ <  ̂ (Τ  +  2 ε ) ι ρ γ

Звідси і з леми 6 випливає, що ряд F є цілим. Крім того, розглянувши поряд з рядом F ряд
F, визначений за (6), і застосувавши до ряду F лему 5, отримуємо нерівність Inμ{σ, F) < 
(T +  2e)epcr, σ >  σ0(ε). Тоді t(F) < Т  +  2ε.

З іншого боку, за (13) для всіх k >  ks(e) маємо



а тому за лемою 5 існує така зростаюча до +оо послідовність (сгп), що

Inμ{ση, ΐ )  >  (Т  — є)ер(Гп, п Є Ν 0.

Тоді t(F) > Τ — ε.
Отже, Τ — ε < t(F) < Τ +  2ε, звідки, завдяки довільності ε Є (0, m in{l, T }), отримуємо 

ί (F) =  T. Тоді T(F) =  T за лемою 7. Теорему 2 повністю доведено.
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Hlova T.Ya., Filevych P.V. On an estimation o f  R-type o f  entire Dirichlet series and its exactness. Carpa­
thian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 208-216.

Let (A„) be a nonnegative sequence, increasing to + 00, τ  =  lim and p be a positive number. 

It follows from a classical theorem of G. Valiron that for every Dirichlet series of the form F(s)  =  
£ a nesA" we have

lim lnsup{|f(3)1 : Res = (r) E  A, £
У-++00 еРа  n-¥oo e p

The exactness of this estimation is proved in the paper.

Key words and phrases: entire Dirichlet series, maximum modulus, maximum term, R-type.

Глова Т.Я., Филевич П.В. О бодной оценке R-muna целого ряда Аирихле и ее точности // Карпат- 
ские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. —  С. 208-216.

Пусть (λ „ ) — неотрииательная возрастаюшая к +оо последовательность, т =  lim а 

іо —  положительное число. Из классической теоремьі Ж. Валирона следует, что для каждого 
целого ряда Дирихле вида F(s)  =  )_ anesKn имеет место оценка

гт— lnsup{|F(s)| : Res =  σ }  ρτ —  λ „ . . jl
lim ----- г— —-------------- - < ер lim — яя *"·

(Г-І + ОО еР п-но ер

В работе доказано точность зтой оценки.

Ключевьіе слова и фразьі: цельїй ряд Дирихле, максимум модуля, максимальний член, R-
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NEW INTEGRAL FUNCTIONS GENERATED BY RISING FACTORIAL POWERS

Goy T.P., Zatorsky R.A. New integral functions generated by rising factorial powers. Carpathian Mathe­
matical Publications 2013, 5 (2), 217-224.

We consider new nonelementary functions such as the Fresnel integrals, generated by rising 
factorial powers. Graphs of such functions are plotted and some of their properties are proved. It 
is shown, that new integral functions are solutions of second order ordinary differential equations 
with variable coefficients.

Key words and phrases: factorial power, rising factorial power, Fresnel integrals, power series, 
Cauchy problem.
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I n t r o d u c t io n

Mathematical models of various natural and industrial processes often lead to problems,
such that it is impossible to obtain exact solutions of which by means of well-known classical
methods. This is the reason for further development of function theory and numerical analysis. 
Enlargement of an "library" of nonelementary functions leads to the enlargement of tasks that 
can be solved in closed form. That's why the introducing of new nonelementary functions and 
studying of their properties are actual tasks.

In [7], [8] we investigate new nonelementary functions Sin(x), Cos(x), constructed by re­
placing in a power series of classical transcendental functions sin x, cos x falling factorial pow­
ers n-  (i.e. usual factorials) by corresponding rising factorial powers n". Replacing in the

X X

Fresnel integrals J cos t2dt, f  sin t2dt trigonometric functions by the functions Cos(x), Sin(.r),
0 0

we get new real functions

C(x) =  [  Cos (t2)dt, S(x) =  [  Sin(t2)dt.
Jo Jo

Note, that the Fresnel integrals were originally used in the calculation of a field intensity in 
an environment related to the bending of light around opaque objects (in diffraction theory). 
Recently the Fresnel integrals and their various generalizations have been used in vibration 
theory, in the design of highways and railways, etc (see, for example, [1], [3], [5], [10]—[16], [18] 
and the references given there).

The aim of this paper is to study the functions C(x), S(x).

©  Goy T.P, Zatorsky R.A., 2013
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1 P r e l im in a r ie s  a n d  N o t a t io n s

For an arbitrary x Є K and m e  N  the factorial power m with the step of k Є E  is the 
expression

xm{k} _  χ χ̂ +  ( j  4- 2A:) ·. . .  · (x +  (m — 1 )k).

Factorial power xmW  is called rising if k >  0, and is called falling if k <  0. By definition, put 
xo{fc} =  і , [f fc =  0, then we have a simple power, i.e. xmW  =  xm.

Rising factorial powers with the step of 1 and falling factorial powers with the step of ( — 1) 
we will denote by

xm =  χ'η^  - χ(χ  +  1) · . . .  · (* +  m — 1), x'r- =  xm{~1) =  χ(χ — 1) · . . .  · (x — m +  1 ), 

respectively.
Different notation of factorial powers are used by other authors (see [4], [6 ], [9], [17]). For 

example, a rising factorial power m with the step of 1 often denoted by the Pochhammer sym­
bol (x)m, І-Є. (x)m =  *'"·

Relation between the factorial function m\ and rising (falling) factorials is expressed by the 
formula

ml =  Vs =  m—.

The main properties of falling factorial powers with the step of (-1 ) and rising factorial 
powers with the step of 1 are given by the formulas

Δχ— =  mx,JL-l·, Axm =  mxm \

respectively, where Δ/(χ) =  f (x  +  1) -  /(x) is a forward difference of a function f ( x )  and 
Δ/(χ) =  f ( x )  — f ( x  — 1) is a backward difference of a function /(x).

2 F u n c t io n s  Cos (x), Sin (x), d e f in e d  by t h e  r is in g  f a c t o r i a l  p o w e r s  

The known power series

cos x -  У  ^  x2" =  У  x2n (1)
, t 0 (2 n ) ! X h i  '

oo / -|\ц 00 (  Л\П
ч іп  у  -  У  I - 1 /___  γ 2η+1  =  у  ___L_y _____ x 2 n + l (2)

— гЇҐо (2”  +  1)! ά , ( 2η +  1) ^  { )

can be treated as the series constructed with the help of falling factorial powers.
In analogy to these series in [7], [8] we investigate new nonelementary functions Cos(x), 

Sin(x), constructed with the help of rising factorial powers

Cos(x) =  У  χ2η =  1 -  —— + ___ —_____ + ____________ ________________ +
fto (2 «)2 " 2-3 4 -5 -6 -7 ”  2и-(2я +  1 )- . . . - (4 и -1 ) "

00 ( Л \ п
Sin(x) =  У  — x2n+l 

t o  (2n +  l )2n+1
x x3 x5 ^  ( — l ) ” x2n+1 ^
1 3-4-5 5-6-7-8-9  "  (2n +  1) · (2и+  2) ·. . .  ■ (4и +  1)

It is clear that

(4)Sin(x) =  £  ( %  1(2^ , — х2п~г.
1 ' t i  (4n — 3)!

Absolutely convergence on the real axis of the series (3) and (4) can easily be shown.
In [8] it is also proved that

Cos(x) =  1 +  2\/x ^cos | S ~ sinl c  ( ^ r ) ) '

Sin(x) =  2\fx ^cos I  C +  sin I S / (6)

where C(p) and S(p) are the real Fresnel integrals (cosine-integral and sine-integral) which 
defined by formulas (see, for example, [2], [17])

S(|>) =  I J Sint2<“  °  „ ξ  (4n +  3)(2h +  ί) ! p4n+3' (8)

Given (7), (8), the formulas (5), (6) can be rewritten as

yr
Cos (x) =  1 +  2yfx sin^t2 +  ^'Jdt,

s/x
Sin(x) =  2\fx J  ~ cos^i2 — -^jdt.

Some authors define the Fresnel integrals as

fP Tit2 I'P Tit2
C*(p) =  / cos— -dt, S * ( p )=  / sin-— dt.

Jo 2 Jo 2

Then the functions C*(p), S*(p) can be represented in the following form

CosM  =  1 +  (cos I  S* ( - ^ L )  -  sin ί  C* ( J = ) ) ,

Sin(x) = ν ^ ν / ϊ  (cos IC * ( ^ L )  +  sin I S* ( J = ) ) .

Figures 1, 2 show the graphs of functions у — Cos(x) and у =  Sin(x).



Fig. 1. Graph o f the function у  =  C os(x ) Fig. 2. Graph o f the function у  =  Sin(x)

3 Integral functions C(x), S(x) an d  their properties 

We will denote by C(x) the function defined by formula

C(x) =  / Cos ( t ) d t .
Jo

By (3), (7) we obtain the following series expansion of function C(x):

Then, since

”  ( — l ) n(2n — 1)!
“ i (4и - l ) ! (4 n  +  l )  *

Я/  ̂ (—1 ) ” { In  — 1 )! 4n+1
О Д - ^ + Е ( 4 „ - і ) , ( 4 „  +  1 ) ^  + ·

oo / -і\и„4п+1  n
4 " + 1 = -  2д: +  2 £ Ь 1 у ---  £

n=0
16” e j  (2s)!(2n — 2s)!(4n -  4s +  1)

( - 1 ) ” дґ
n v 4 n + 5  n 1

(9)

и=0 16n+1 £  (2s +  l)!(2n -  2s +  l)!(4n -  4s +  3)

-  2x +  4 £
-1) ” Λ  n ( - 1)” A n + 1

~Q (2n)l42n tf^0 (2n)!(4n +  l )24n+1

+  4 E
( - 1 )" ( - 1 Γ ..4η+3

, Й ( 2 "  +  1 ) ! 4 2 rt+1 „tfc (2n +  1)! (4n +  3)24«+3

from (3), using (1), (2), we obtain

C M  =  - * 4 c o 4 c © - ‘„TS©)· (10)

The graph of у =  C(x) is plotted in the Figure 3 (the dashed line is graph of the function
у =  -x ).

Fig. 3. Graph o f the function у  =  C ( x )  Fig. 4. The graph o f the function у  =  S (x )  

Define the following function

S(x) =  [  Sin(f2) dt.
Jo

From (11) and (4) we obtain presentation of function S(x) in the form

Г М  f ( ~ l ) " - * ( 2 « - 2 ) !  4 „ · !

Since

Ά  ( —I ) " -1 ( 2 η — 2 )\ 4„ _ ! = χ3 ~  ( - j , ) « J *  n 

„ t i  (4 n - 3 ) ! (4 n - l )  і  ^  i * n ^2 „to 16” t o  (2s +  1) !(2n -  2s)!(4л -  4s +  1)s=0
3 oo ί _ ' \ \ η Λ/.4η nΛ. τ—\ I 1 )  X \—i

+ T  Е Ч ^ г - Е

(11)

(12)

: 4 E

n=Q 16" (2s)!(2n -  2s +  l)!(4n -  4s +  3)
co / 1 'i я f 1 Vі

l ~ - V  v 4 n + l V - 1 ______________________________  v 4 n + l

„ti, (2n +  1) ! 42 " +1 „ti, (2п )! (4и +  1 )24 и+1

-1) ” 4и+2 -1) ” ,,4и+3
„ti, (2n)!42« „to (2л +  1)! (4n +3)24"+3

from (12), using (1), (2), (7), (8), we get

S W = 4 ( s i n f c ( i ) - c o s f S ( i ) ) . (13)

Graph of the function у =  S(x) is plotted in the Figure 4.
The following proposition establishes a relation between the new functions C(x), S(x) and 

classical Fresnel integrals.



Proposition 3.1. For all x Є R

(C(x) +  x )2 +  S2(x) =  16 ( c 2( ! )  + s2( | ) ) ·  (14)

Proof. Squaring and adding the formulas

* 2 n ( X \ , · * 2 c ( x \ C (x )  + x  
cos "4" ( 2 )  Ш Х  І2/ =  4 '

s i n i c f i ) - c o s ^ s m = % ) ,
4 42/ 4 V2/ 4

which may be derived from (10), (13) respectively, we obtain formula (14). □

The following proposition establishes a relation between the functions C(x), S(x) and 
Cos(x), Sin(x).

Proposition 3.2. For all x Є R

(C(x) +  x f  +  S2(x) =  (V l -  Cos (x2) )  +  Sin2(x2) j . (15)

Proof. From (5), (6) it follows that

(1 — Cos (x) ) 2 +  Sin2 (x) =  2x(C2 ( +  S2

Hence, using (14), we get (15). □

4 D i f f e r e n t i a l  e q u a t io n s  o f  f u n c t i o n s  S (x ) ,  C(x)

In this section it is shown that both functions C(x), S(x) are solutions of the Cauchy prob­
lem for the inhomogeneous linear ordinary differential equation of second order with contin­
uous coefficients.

Proposition 4.1. The functions C(x), S(x) are solutions of the Cauchy problems

4xi/" — 4y' +  x3y =  —x4 — 4, y(0) =  0, y'(O) =  1; (16)

4xy" -  Ay' +  x3y =  4x2, y(0) =  0, y '(0) =  0. (17)

respectively.

Proof. Using (9), (11) we obtain that the functions C(x), S(x) satisfy the corresponding initial 
conditions. It remains to check that these functions are the solutions of differential equations 
from (16), (17).

First of all, using (10), we find the first and second derivatives of the function C(x)

We obtain the differential equation (16) from (3), (18), (19) by elimination the expressions 

c0sf c ( i ) + s i „ f s ( i ) ,  Co s f s ( i ) - s i n  £ c ( f ) .  (20)

The proof for S(x) is similar. We obtain the differential equation (17) by elimination the 
expressions (20) from (4) and formulas

S'(x) =  2x^cos j C ( | )  + sin^ rS( f ,

2 v2 , V4\ / v2 /V 4  v 2
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ГойТ.П., Заторський Р.А. Нові інтегральні функції, породж ені зростаючими факторіальними сте­
пенями // Карпатські математичні публікації. —  2013. — Т.5, №2. —  С. 217-224.

Запропоновані нові неелементарні функції типу інтегралів Френеля, побудовані при до­
помозі зростаючих факторіальних степенів. Встановлені деякі властивості цих інтегральних 
функцій, побудовані їх графіки. Виведені звичайні диференціальні рівняння, розв'язками 
яких є нові інтегральні функції.

Ключові слова і фрази: факторіальний степінь, зростаючий факторіальний степінь, інтегра­
ли Френеля, степеневі ряди, задача Коші.

Гой Т.П., Заторский Р.А. Новьіе интегральнше функции, породж енньїе возрастающими факто- 
риальньїми степенями // Карпатские математические публикации. —  2013. —  Т.5, №2. — С. 
217-224.

Рассматриваются новьіе незлементарньїе функции типа интегралов Френеля, порожден- 
ньіе возрастаю щ им и факториальньїми степенями. Установленьї некоторьіе свойства зтих ин- 
тегральньїх функций, построеньї их графики. Вьіведеньї обьїкновенньїе дифференциальньїе 
уравнения, решениями которьіх єсть новьіе интегральньїе функции.

Ключевме слова и фразьі: факториальная степень, возростающая факториальная степень, 
интегральї Френеля, степенньїе рядьі, задача Коши.
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Research of the class of branched continued fractions of special form, whose denominators do
not equal to zero, is proposed and the connection of such fraction with a certain quadratic form
is established. It furnishes new opportunities for the investigation of convergence of branching
continued fractions of special form.

Key words and phrases: positive definite branched continued fraction of special form, quadratic 
form.
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INTRODUCTION

The convergence problem of the continued fractions and their generalizations — branched 
continued fractions (BCF) — is that on the basis of information on the coefficients of fraction to 
conclude about of its convergence or divergence. Using the methods of majorants, fundamen­
tal inequalities, theorems about compact family of holomorphic functions, the convergence of 
some numerical and functional BCF of special form are investigated in [1, 2, 3, 5, 6, 7]. Taking 
into account the formulas for the numerators and denominators of approximants as determi­
nants, the properties of positive definite BCF are defined and considered in the monograph 
[4, pp. 130-137]. The criteria of positive definite of the BCF established here are sufficient as 
opposed to one-dimensional case, where the analogous conditions are also necessary. As a 
result, for bounded and real multidimensional /-fractions the properties are studied and the 
criteria of convergence are established [4, pp. 141-146].

In this paper we have defined class of BCF whose denominators do not equal to zero — pos­
itive definite BCF of special form. Representing denominators as determinants, the connection 
between the about mentioned fraction and the certain quadratic form is established. Moreover, 
for BCF of special form the sufficient and necessary conditions of the positive definiteness are 
established.

1 D e f in i t i o n  o f  a  p o s i t iv e  d e f in i t e  BCF o f  s p e c ia l  f o r m

We consider BCF of the form

ф 0 + -------------------------- 55---------— 2-------- ' ф р = -------------------« -----— ' V ^  ° '  ( ! )

boi+zoi- Φ ι  + Ε ) 6„, +  2 °’_ φ , fv  + zip + D
rp

s=2 bos +  ZQs -  <t>s lp  ip  f^ 2 b rp +  z rp

©  Dmytryshyn R.I., 2013
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where ars, r > 0, s > 0, r Φ 1, r +  s > 2, brs, r > 0, s >  0, r +  s > 1, are complex numbers, zrs, 
у >  0, s >  0, r +  s >  1, are complex variables. Let z =  (210,201,220,211,202/ · · ·) be an infinite­
dimensional vector and n be an arbitrary natural number. By curtailing the nth approximant

/„( z) — Фо +
1

froi +  Z01 — Ф ”  1 +  ]3
(2)

Os

where

ф p  P
1

n- P  _ rt2

bip +  zip +  Ό  ГР

^ Ь 08 +  2о8 - Ф ” 

-/ 0 < p <  n — 1,

~ 2  b rp +  Zrp

of BCF (1) top-down without any shortening in the intermediate operations (see [4, pp. 15-27]), 
we obtain its representation as a ratio

/n(z) =
A n [  z )
Bn(z) '

(3 )

where An( z), B„(z) are polynomials of variables zrs, r > 0, s > 0, 1 < r +  s < n, and constant 
numbers ars, r >0,  s > 0, r ψ\, 2 < r +  s < n, brs, r > 0, s > 0, 1 < r +  s < n.

The numerator of ratio (3) A „(z) is called nth numerator and denominator Bn(z) — nth 
denominator of the approximant (2 ).

Obviously that for any n >  1 each positive integer j  <  n(n +  3)/2 can be uniquely written
as

; =  1 +  2 4------ f  (r — 1) +  r +  s, (4)

where I < r  <  n, 0 <  s <  r. We consider the symmetric matrix

(5 )^■и(и+3)/2

Cn Ci2 

C21 C22

cl,n(n+3)/2

c2,n(ii+3)/2 , n >  1 ,

c n ( n + 3)/2,l c n ( n + 3)/2,2 · • <'п(н+3)/2,п(и+3)/2

whose elements are related to the components of BCF (1) as follows: Cjj =  br~s,s +  zr- S/S; 
Cj,j+ r+ l =  C j+ r+ l,j ~  — 1/ Cj,j+r+2 — Cj+r+2,j =  «0,r+l' if S =  Г, І.Є., j  =  т(г +  3 ) /2, /̂'j'+r+l
Cj+ r + =  —« r_ s+i/S, if 0 <  s <  r; c q  =  0 otherwise; where 1 <  i,j <  n(n +  3 )/ 2 , n >  1, r and s 
are determined from the decomposition number j  as (4).

By arguments similar to the proof of the lemma 4.1 [4, pp. 130-132], we can show that 
following lemma holds.

Lemma 1. The denominators of the BCF (1) are given by the formulas B„(z) =  det Cn(n+3)/2, 
n >  1, where C„(n+3)/2, n > 1, are matrices as (5).

Let n be an arbitrary natural number,

X n =  (* 10 / *01/ · · · / *«0/ X n - 1,1/ · · · / XQn) Є  C ,,(” + 3 ) / 2 .

We consider the system of homogeneous linear equations Cn(n+3)/2Xn =  0, namely,

(&10 +  2 io)Xio — «20 *20 =  0,
(£>01 +  2oi)Xoi — *11 — «02 *02 =  0,

«2 0 *1 0  +  (^20 +  2 2 0 )*2 0  ~  «30 *30  =  0/

— *0l +  {Ьц +  2іі)Хц — « 21*21 =  0,
“ «02*01 +  (b()2 +  202) *02 — *12 ~ «03 *03 =  0,

(6)

«ί !θ * « —1,0 "Ь (ЬпО "Ь 2ио)*/гО — 0,

— « η -1 ,1 * π -2 ,1  +  ( b n-  1Д +  2 п_ і д ) * „ _ і д  =  0 ,

k « 0п*0,и — 1 “b ipQn +  20(i)*0« — 0 .

Let us multiply the equations (6) by * 10, *01, ·■·, *o«/ respectively, and add the resulting equa­
tions. This gives

n n n

Σ  (brs +  Zrs)\xrs\2 — Σ  «rs (*rs*r-l4A o ,s—<5r0 +  x r - l + 0r0,s -S r0Xrs) ~ X ^ (* ls * 0s +  *0s*ls ) = 0 ,  (7) 
r, s=0 r,s=0 s=l
r+s>l r+s>2,r^=l

where δρη is the Kronecker symbol. We put βΓ$ — Im brs, yrs — Imzrs, r > 0, s > 0, r +  s > 1,
ars =  Im cirs, r >  0, s > 0, r φ 1, r +  s > 2, and suppose that

П П

Σ  (β™ +  yrs)\Xrs\2 — Σ  OirsiXrsXr-l+SfO^-SrQ +  X r-l+SrQ j-SroXrs) >  0 (8 )
r, s=0  r,s=0
r+s>l r+s>2,r^=l

for

yrs >  0, r >  0, s > 0, 1 < r +  s < n, Σ  lxrs|2 > 0 . (9)
r,s=0
r+s>l

Lemma 2. For an arbitrary natural number n by conditions (9) the inequality (8) is equivalent 
to non-negative definite of the real quadratic form

П П

У"! /3rs£rs Yh ιxr s ζ r s ζ r - l+ ό r0, s - δ r0 > 0, (10)
r,s=0 r,s= 0
r+s>l r+s>2

г ф і

where ζ,-s, r > 0, s > 0,1 < r +  s <  n, are arbitrary real numbers.

Proof. Let n be an arbitrary natural number and let the inequality (8) holds for arbitrary com­
plex numbers xrs, r >  0, s > 0,1 < r +  s < n, such that the conditions (9) holds. In particular, 
the inequality (8) holds iff xrs — £rs, r >  0, s >  0,1 <  r +  s < n. In the inequality (8) we replace 
the xrs by the real numbers (r >  0, s > 0 ,1  <  r +  s < n) and pass to limit in the both parts 
of this inequality as yrs -* 0 (r >  0, s >  0,1 < r +  s < n). Then we obtain (10).

Let for an arbitrary natural number n the inequality (10) holds and let xrs =  urs +  ivrs, r > 0, 
s > 0 , 1 <  r +  s <  n. We then write the left-hand member of (8) in the form

n n n n n

Σ  /̂ '■sWrs -  2 Σ  KrsU rsU r-l+SM S-Srt +  Σ  firsV2$ — 2  ^  0irsVrsVr^ i + grOiS_ s rO +  J/rs |*rs |2/
f,s=0 r,s= 0 r,s= 0 r,s=0 r,s=0
r+s>l r+s>2  r+s>l r+s>2 r+s>l

гф1 гфі

from which (8) follows by conditions (9). □



We now make the following definition.

Definition. The BCF (1) is said to be positive definite if  the quadratic form (10) is non-negative 
definite for arbitrary natural number n and for all real values ο ίξ ν5, r >  0, s >  0, r +  s >  1.

Theorem 1. If  the BCF (1) is positive definite, then its denominators Bn (z), n >  1, do not equal 
to zero for Imzrs > 0, r >  0, s >  0 ,r  +  s >  1.

Proof. For each natural n the system of homogeneous linear equations (6) has the trivial solu­
tion (all variables equal to zero) iff Bn(z) φ 0. Since (7) is corollary of the system of equations
(6 ), obviously the system of equations has only a trivial solution, if the conditions of theorem
(7) holds iff xrs =  0, r >  0, s >  0, 1 <  r +  s <  n. Indeed, if (10) holds, then (8) holds via 
lemma 2, and thus (7) holds iff

t M 2 = 0
r,s=0

r + s > l

for each natural n. □

We shall now prove the following theorem, which furnishes a parametric representation
for the coefficients of a positive definite BCF of special form.

Theorem 2. The BCF (1) is positive definite iff both the following conditions are satisfied.
A ) The imaginary parts of the numbers brs, r > 0 ,  s > 0 , r +  s > l  are all non-negative

/3rs =  Im brs >  0, r >  0, s >  0, r +  s >  1. (11)

B) There exist numbers grs, r >  0, s >  0, r +  s >  1, such that

0 < grs < 1, r > 0, s >  0, r +  s > 1, (12)

and
a2s =  j8rsj8r+if0_ 1/S_iK)( l  -  gr+0,o -u -0ro)grs, r > 0, s >  0, r φ 1, r +  s >  2, (13)

where (Xrs =  Im ars, r >  0, s >  0, r φ 1, r +  s >  2, дщ is the Kronecker symbol.

Proof. Let n be an arbitrary natural number. Let arbitrary p and q be given, such that p >  0, 
q > 0, 1 < p +  g  < n; put in (10) ξΡη φ 0 and ξΓ$ =  0 otherwise. Then the inequality (10) 
we write in the form βρηζρ  ̂ >  0. It follows that the conditions (11) are necessary. Let q be
an arbitrary number, q >  0, ξ,·η φ 0, r > 1, and all other cases ζ Τ3 =  0. Then according to
theorem 16.2 [8, pp. 67-68] for s =  q the conditions (12) and (13) are necessary, i.e., there exist 
the numbers g rq, r > 1, such that 0 < g rq <  1, r >  1, and a2q =  βγηβτ- ι ,η(1 -  g r - i ,q )g r q ,  r >2.  
If ̂ os Φ 0, s >  1, and all other cases ζΓ$ equal to 0, then according to theorem 16.2 [8, pp. 67-68] 
for r — 0 the conditions (12) and (13) are also necessary.

Let the conditions (11)—(13) holds. Then

η n 11—1

У. ~ 2 OC^ r̂+SfO-lj-SfO = E  + Yh β™0· ~ Srs)ζrs
r ,s = 0 r ,s = 0 s= 0  r + s = n

r + s > l  r + s > 2  r,s>0
гф\

n

+  ^OlgOl̂ Ol +  Σ
r,s=0 

r+s>2  
тфї

where "+" is taken, if ocrs <  0, and " is taken, if ars >  0, from which (10) follows. □

у  βτ+δ,-ο—l,s —<5ro( Sr+SrQ—1/S—Sro) ζ τ + δ Γ()—l ,s —Sro -b \/~f^rsgrs ζτε  /

By arguments similar to the proof of the theorem 4.6 [4, pp. 135-137], we can show that 
following theorem holds.

Theorem 3. If  for natural n the quadratic form (10) is non-negative definite, then the quadratic 
form П П

Xj M r s  2 Οίι·3ζΥ3ζΓ+δίο—1,3—δΓο
r, s= 0  r ,s = 0

r + s > l  r + s > 2
Гф\

is also non-negative definite for |a's| <  \ars\, r >  0, s > 0, r φ 1, 2 < r -f s <  n.

Corollary. In theorem 2 we may replace the conditions (13) by the following ones

K2rs < βτ3βκ+δΓ(>~1,3-δ,0(1 -  gr+Sr0-\,s-6r0)grs, r >  0, s >  0, r Φ 1, r +  s > 2, (14)

where 0 < grs <  1, r >  0, s >  0, r +  s > 1.

Since \a2s \ — Re(a2s) =  2д25 for each rs, r > 0, s >  0, r Ф 1, r +  s >  2, then the conditions 
(14) we may write in the form

l«rsl — Re(ars) < 2^rŝ r_|_(5r0_^/S_ (5r0(l gr+Sro—i^—Srt̂ Srs/ f ^  0, s > 0, r Φ 1, r +  s > 2, (15) 

where 0 <  grs <  1, r >  0, s >  0, r -I- s >  1.

2 T h e  e x a m p le s  o f  a  p o s i t iv e  d e f in i t e  BCF o f  s p e c ia l  f o r m

We consider fraction

φ 0 + ---------------------- --------------------7 φ ρ  = -----------1  7 p  >  o ,

1 +  D t

where ars, r > 0, s > 0, r φ 1, r +  s > 2, are complex constants. By an equivalent transforma­
tion we reduce its to the form

ζ Ύ ο  H ^  2 '  =  co _ r 2 ' P —

s=2  b r= 2

where c2, =  ars, r > 0, s >  0, r φ 1, r +  s > 2. Than, taking into account that all j6rs =  1, the
conditions (15) for BCF (16) we write in the form

141 -  R e (4 ) < 2(1 -  gr+Sro-u-sJgrs, r >  0, s > 0, r φ 1, r +  s >  2, (17)

where 0 < grs <  1, r >  0, s > 0, r +  s > 1. If we put grs =  1/2, r >  0, s >  0, r +  s >  1, this
reduces to the parabola regions

|c2s| — Re(c2s) <  1/2, r >  0, s > 0, r φ 1, r +  s > 2.

If the Crs, r >  0, s > 0, r φ 1, r +  s > 2, are pure imaginary, then (17) reduces to

l4 l <  ( !  -  gr+0r0-i,s-0r0)grs, Г >  0, s >  0, r φ 1, r +  s > 2, 

where 0 <  grs <  1, r >  0, s > 0, r +  s > 1.



C o n c l u s io n

An established connection between the positive definite BCF of special form and the certain 
quadratic form furnishes us new opportunities of approach to the convergence problem of the 
BCF of special form.
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менники яких відмінні від нуля. Встановлено зв'язок такого дробу з певною квадратичною 
формою, що дає нові можливості для дослідження збіжності гіллястих ланцюгових дробів 
спеціального вигляду.
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Предложеньї исследования класса ветвящихся цепньїх дробей специального вида, знаме- 
натели которьіх отличньї от нуля. Установлена связь такой дроби с определенной квадратич- 
ной формой, что дает новьіе возможности для исследования сходимости ветвящихся цепньїх 
дробей специального вида.
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ОРЛІЧЕВОЮ ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ

Довгай Б.В. Оцінка розподілу супремуму розв'язку гіперболічного рівняння з Орлічевою правою ча­
стиною // Карпатські математичні публікації. —  2013. — Т.5, №2. — С. 231-241.

Ми розглядаємо гіперболічне рівняння з однорідними початковими і граничними умовами 
та Орлічевою правою частиною. За умов існування розв'язку у вигляді рівномірно збіжного 
за ймовірністю ряду отримано оцінку розподілу супремуму розв'язку такої задачі. Наведено 
приклади строго Орлічевих випадкових полів, що задовольняють ці умови.

Ключові слова і фрази: гіперболічне рівняння, розподіл супремуму, Орлічеве випадкове по­
ле.
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Вс т у п

У роботі ми розглядаємо першу задачу математичної фізики для гіперболічного рів­
няння з випадковою правою частиною. Такі задачі розглянуто в роботах [1]—[10]. В стат­
ті [10] були одержані достатні умови існування розв'язку такої задачі у вигляді рівно­
мірно збіжного за ймовірністю ряду в термінах коваріаційної функції строго Орлічевого 
випадкового поля, що стоїть в правій частині рівняння. В даній роботі за цих умов зна­
ходимо оцінку розподілу супремуму розв'язку. Крім того, тут наведено приклади строго 
Орлічевих випадкових полів, що задовольняють ці умови.

1 О ц ін к а  р о з п о д іл у  с у п р е м у м у

Наступна теорема е частинним випадком теореми 2.2 та леми 2.3 з роботи [11].

Теорема 1 ([11]). Нехай (Т,р) — метричний (псевлометричний) компактний простір, 
N(u)  — метрична масивність простору (Т,р), тобто мінімальне число замкнених куль 
радіуса и, що покривають (Τ,ρ), X =  {X( t ) , t  Є Т} — сепарабельний випадковий процес 
із простору Ьц(Сі), де для U виконується g-умова. Нехай існує така функція

a =  І σ(/;), 0 < h < sup p(t,s) що a(h) монотонно зростає, неперервна та cr(0) =  0 і
І f,seT J

sup (I X(t)  — X(s)||;j < cr(h). Якщо для деякого £ > 0 виконується умова
p(t,s)<h

Jo Xu ( n  (σ ( - 1) ( ΐ ί ) ) )  du < co, (1)
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де
[ я ,  п <  U(Zq)
\ Сии ^ ( п ) ,  n > U{zq), (2)

Сц — К(1 +  U(z0)) тах{1, А},  ζ0, К, Л — константи з означення g -умови, σ ( хЦи) — фун­
кція, обернена до a(h), то з імовірністю одиниця випадкова величина sup |Х(£)| належить

teT
простору L[ j (D)  та

sup |Х(£)| 
teT u

<  ||Х(*о)||и +  f Q Xu ( Ν  ( σ ( 1}( Μ) ) )  ciu =  Β(ίΟ/0), (3)

де to — довільна точка з Т, ivq =  σ  ( supp(to,t) , 0 <  θ <  1. Крім того, для будь-якого
\ t e T  J

ε > 0 має місце нерівність

P sup|X (O I>£
- 1

(4)

Наслідок 1. Візьмемо в теоремі 1 простір Т — {0 <  x < b, c < t < d} з метрикою 
р((х, t), (у, s))  =  max{|x — у|, |ί — s|}. Тоді умова (1) виконується, якщо для деякого ε >  0  
виконується умова

Jо V V2<j(_ 1)(u)
d — с

2сИ_ 1) (и )
+  1 ) ) du <  оо, (5)

rw09~ 1 r1
B(to,0) < B(t0,9) =  \\X (t0)\\u + — — J  Xu + 1

2cr( 1) (и ) J  \2(И_ 1 )(м)

d — c
+  1 ) ) du,

та для будь-якого ε > Ο

p № w ' > ‘ ) - u t e »
(б»

Аоведення. Наслідок випливає з того, що в цьому випадку N(u  ) <  ( έ  +  ι ) ( τ ?  +  ι ) ·  п

Нехай Т >  0 — деяка стала, функція q(x), х Є [Ο, π], — така неперервно диферен- 
ційовна функція, що q(x) >  Ο, ζ(χ, t), х Є [Ο, π], t Є [О, Т], — вибірково неперервне з 
імовірністю 1 випадкове поле.

Розглянемо першу крайову задачу для неоднорідного гіперболічного рівняння з ну­
льовими початковими та крайовими умовами

д2и д2и

U\t=0 =  о ,

- ζ { χ , ί ) ,  х Є [Ο, π], t Є [О, Τ’], 

du
dt

= 0;
f=0

! ί |χ = 0  —  0/ u \ x = n  —  0.

(7)

(8) 

(9)

Розглянемо задачу Штурма-Ліувілля

d2X
qX +  \X =  0, (10)

Birj(x,y,t, s) =  — — yB(x, у, t,s), 0 <  і, j  < 2;

dx2

X(0) =  Х(тг) =  0. (11)

Нехай Xn (x) — ортонормовані з вагою р власні функції цієї задачі, а Ли — відповідні вла­
сні значення. Будемо вважати, що Лп занумеровані в порядку зростання. Завдяки обме­
женням на q всі власні значення додатні і нуль не є власним значенням [12].

Позначимо цп =  \/λη, B(x,y,t,s) =  Ε ζ^ ,ή ζ^ ,β ) ,  (x,y,t,s) Є [0,7т]2 x [0, Т]2. При­
пустимо, що В(0,у, t,s) =  B{n,y,t,s) =  0, у Є [0, 7г], t Є [0, Т], s Є [0, T]; B(x,0,f,s) =  
В(х, 7Г, t,s) =  0, х Є [0, π], t Є [0, Т], s Є [0, Т].

Д л я  кожної фіксованої пари (t,s) Є [0, Т]2 продовжимо функцію В(х, у, t, s) як фун­
кцію від х, у на всю площину R 2 так, щоб вона була періодичною функцією з періодом 
27Г по х та по у і щоб виконувались тотожності В(—х,у, t,s) =  — В(х,у, f, s) =  В(х, — у, t,s). 
Внаслідок нашого припущення таке продовження можливе.

Позначимо

ді+і 
дх'дуІ

Д2А,<52B(x,y,t,s) =  B(x +  Sb y +  02,t,s) -  В(х +  5\,у, t,s) -  В(х,у +  02,t,s) +  В{х,у, t,s);

AxjB(x,y,t ,s)  =  В(х +  S,y,t,s) -  В(х,у, i,s);

AlJrsB{x,y,t,s) =  B(x,y +  δ, t,s) -  B(x,y,i,s);

B(x,y,t,s) =  B(x,y, t, t) -  B(x,y,t,s) -  B(x,y,s,£) +  B(x,y,s,s).

Теорема 2 ([10]). Нехай у  (7) ξ (x, £) — центроване строго Орлічеве випадкове поле з про­
стору Lu(Cl) вибірково неперервне з імовірністю одиниця, U задовольняє g-умову (тобто 
3zo > 0 ЗК >  0 3*4 > 0 Vx > zo Vy > Zq: U(x)U(y)  <  AU(Kxy)) .  Нехай φ(λ),  λ > 0, — 
неперервна зростаюча функція, φ(λ)  >  0 при всіх Л >  0, φ(λ)  —>■ оо, Л —> оо, така,

що функція - є зростаючою при А > Vq, де стала і’о > 0. Припустимо, що при всіх

х Є [0, п\, у Є [0, π], t Є [0, Т], s Є [0, Т] існує неперервна похідна flJ ^ B(x, у, f,s) та для 
деяких неперервних функцій τ(δ-[,02), δ\ > 0, 02 > 0, та τ(δ) ,  δ >  0, таких, що τ(δι ,δ2) >  0
при6\ > 0, ί>2 > 0, τ(ϋ, <5г) =  τ(^ι, 0 ) =  0, τ(^χ,^2) монотонно зростає по га ί 2/ τ(^ ) > 0
при δ >  0, τ ( 0 ) =  0, τ (δ)  монотонно зростає, виконуються умови:

-  збігаються ряди

оо оо т і К  ЯЛ  00 00 т ( 1
Σ  Σ  ^ f L-<p(k2)(ii(m2) <оо, £  £  Λ ^ φ^ 2)φ(τη2) < оо,
fc=l m=l fc=l ?н=1

оо oo j -  ( IL\ оо оо -і

Σ  Σ  < °0' Σ  Σ
k = \  m = l  k = \ m —l

-  для довільного ε > 0



-  для всіх 0 < і, j < 1 існують такі константи Су^· > 0, C2,i,j > 0, CU j >  0, що

/7Т ГТС

/ I (х, у, t, s) I dxdy <  Cu M 5 lr δ2),
-π J-π0< t < T J - n J ~ n 0< s <T

π / rn
sup / i f  \AX/sB2i,2j (x,y,t,s)\dx)dy < С2пт(5), 
< t < T J o  \ J - n  J
<s <T

sup I ( I  \Alf/5B2i/2j(x,y,t,s)\dy) dx < С3іі;т(0); 
,<k t J  o \J -π ' J0 < t< T  

0<s<T

для всіх 0 <  i, j <  1 існують такі константи Mj j >  0, що

Г71 Г71 ^
) о J  B2ij2j(x,y,t,s)dxdy <

Vі  ( й  +  ”о)

Тоді ряд
1 Ґw  \ r t

u(x,t) =  V x n(x ) —  /  s i n μη(t u)L,n(w )du, (13)
“ і Цп Jo

Ae

ζη(ή  =  f  ζ (χ ,ήΧ„(χ)άχ,  (14)
Jo

збігається рівномірно за ймовірністю в області [0, п\ х [0, Т] (Т >  0 — деяка стала), рів­
номірно за ймовірністю збігаються ряди, отримані з (13) почленним диференціюванням 
один та два рази по t і один та два рази по х, та з імовірністю одиниця задача (7)-(9) має 
розв'язок, який можна зобразити у вигляді ряду (13).

Лема 1. Нехай виконуються умови теореми 2. Позначимо
OO J .(

V n ( * / 0 =  E  Xk(x ) —  Sinf/Jt(f -  u)Ck(u)du.  (15)
k = N + l Ик JO

Тоді для всіх h >  0 при х, у Є [0, π], t,s Є [0, Т], N  >  0 має місце нерівність

sup {E\VN(x,t) -  VN(x/,s)|2 ) 1/2 <  DN— r-1------ у ,  (16)
і * - у і < л  φ \ 1  +  ν ο

де

/ \ 1/2/ 00 οο 1 \
Dn =  Tmax{L,2Cx }  Ε  Ε  — —  €Κχηφ(μ\ +  ν0)φ(μΙί +  ϋ0)

\ b=N+l m=N+1 /

( οο οο ^

Ε  Ε  —-(4Т2(р(/̂  + ио)<р(^ш+Уо)+2Ттах{1,2Т}<р(^ + і;о)(р(1 + Уо)
k= N + 1 m=N+l

\ 1/2
+ 2 Г m a x { l , 2 T } ( p ( / i m +  ϋο)φ(1 +  Vq) +  ( т а х { 1 , 2 Т } ) 2<р2 (1 +  σ0))  J ,

L, Cx — константи, визначені в лемі 2роботи [8], Q  rn =  sup0<f<r |E£*(f)Cm(s)|.
0< s< T

Ловедення. Для будь-яких ,ΐ, і/ Є [0 ,7г], t,s Є [0, Г], N >  1, маємо

1/2т\ 1/2  / ~  1 r t
\VN( x , t ) - V N(y,s)\ ) =  Е J ] — (Xfc(x)-Xfc(y)) / Ck(u)siniik( t - u ) d u

J ' jfc=N+l Vk J0

+
00 1 /  f s 
E  7" Х*(У) / Ck(u) sin}ik( t - u ) d u -  &(u)sin^(s -  u)du 

k = N + 1 Hk \ J  0 ./0

1/2

<  Л і  +  Л г,

де

Ai =  E
OO J . t

E  — (Xk (x ) -Xk (y ) )  £jfc(w)sin/<*(f- u)du
k = N + l Vk

1/2

Л 2
^ 1  1 /  /,f /-S
E  ~ X k { y )  I / C j t ( « ) s i n ^ j t ( i - M ) < / M -  / ^ ( M ) s i n ^ ( s  -  u)du

k = N + 1 Ик \ J  0 ./0

1/2

Позначимо Rkm(t,s) =  f  f  sinuj.(i — w) sinuw(s — v)Eζk(u)ζm(v)dvdu. Тоді
io Jo/0 ^0

OO OO 1

fc=N+l m=N+l
\Xk ( x ) - X k (y)\\X m ( x ) - X m(y)\\Rk,m(t't)\·

З лем 2, 3 роботи [8] випливає, що |Х*(х) — Xfc(y)| < max{ L, 2Сх }   ̂ . Крім того,

|K*,m(*/S)| < Q , m f  f  I smμk(t -  i0 s i n / / ,„ ( s  -  u)|dz;du < T2Cfc/,„. 
7o 7o

Отже,
OO OO

A? < T2(max{L,2Cx} )2 E  E  ~ ~ Г Ск,т<р(ЦІ + + »o) (V ( 7— -̂. ,
lt=N+l m=N+l ИкИт \ VI* ~ УІ

OO 00 1 /  /,f ,.g

A2 < E  E  T7T - |Xjt(y)l|X»«(y)l E / & («)sinpjt(f - u ) d u -  / ^ (u )s in ^ (s  -  u)du
k = N + l m = N + l t i kHm \ J  0 70

fQ Cm(v) sin μ„ι(ί -  v)dv - J  ^m(u)sin//m(s -  v)dv

+  ^0

-2

Нехай для визначеності s < t. Тоді

І ζk(u) sin μ ^  — u)du — f  ζι ι̂ι) sinμ^β — u)du 
Jo Jo

J  ζΐ((ιι) (sinμ^ψ — u) — sinμ^θ — u)) du + ζk(u) sinμk(t — u)du.
OO OO J

Отже, < C| E  E
fc=N+l m = N + l t кЦт

<Jk,m (S/ 0

де

X

J  ζk(u)(sinμk(t — u) — sinμk(s — u))du + ^(w) sin^(i — u)du

Cm(w)(sinf/m( f - i ; ) - s in ^ m(s - i;>))dv + ζ„(ν) sin^m(i -  i;)du



При доведенні леми 2 з роботи [8 ] було показано, що

dk,m(S/ i )  fiCfc m (4 T  cp(pk +  νο )ψ {Π η ι  +  vq )  -f- 2 Т ш а х {1 ,2 Т }< р (^  +  ζ>ο)φ(1  +  ug)

+ 2 T m a x { l , 2 T } c p ( f im 4- ν ο )φ (1  +  vq )  +  ( т а х { 1 , 2 Г } ) 2<р2(1 +  y0) ) ----- — ---------- —

(P2 {\^\ +  VV
Отже,

OO OO I

E  Σ  Ск,т— — (^Т2(р(цк +  Ι’ο)φ(μηι + ϊ ’ο) + 2 T m ax{l,2 Т}(р(цк +  ν0)φ(1 +  v0)
/t=N+l m—N+l rkpm

+2T max{l,2 Τ}φ(μ,η + v 0) cp ( l +v0) +  (max{l, 2Τ})2ψ2(1 +  y0) ) ----  — -
^ ( іТ ^ І  +  ко)

□
Зауваження 1. З леми 1 роботи [10] випливає, що за умов теореми 2 при к >  1 та m >  1 
має місце нерівність

r  s c  - Y - Ccl * ( Cv M t  'm)  . [ 2  l C2,i,jT(f) i 2 L C 3ii/j τ (£ )  CG,;,Д
4 »  < 4 m -  ^  ^ 8?τ +  у  ^ —  4m +  -----4A:-----+  Ь Г J ' (17)

д е Ц  =  sup \q(x)\, Cc,i,j =  L27r2 max |B2i,2/(*/ V,i,s)|.
0<Ж<7Г дс,ує[о,7г]

f,se[0,T]

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2. Тоді для довільного е >  0 має місце 
нерівність

Р
\ \ - 1

ε
sup \νΝ(χ,ή\ <  l u  U — - , (18)

x e [0,n\ I V  \ β ν { Θ )
{te[o,T}

де

'■'»=«ibi г»((іИ (=*)-)*>
Сдбдг

?t»0N -

(19)

0 (т а х {я ,Г } + y o )

^ / 00 00 4 \ /̂2
Dn =  rm ax {L ,2 C x }  £  £  ^ ^ α Κηιφ (μ Ι +  ν0)φ (μ 2ηι +  е0)

\A:=N+lm=N+l

(
OO OO 2

E  L · ^k'mW ~{^τ2(Ρ(}^ +  νο)φ(μηι+ Oo)+2Tmax{l ,2T}(ptyk +  Oo)<p(l +  Oo)
k = N + 1 m = N + l  M l ·1™

V /2
+2Tmax{l ,2T}cp^m+ v 0)(p(l +  vo) +  (max{ l ,2T})2(p2( l  +  vo)) ) ,

Сд — константа з означення строго Орлічевої сім'ї випадкових величин.

VQ +  1 <  00

Аоведення. Покладемо в теоремі 1 ίο — (0,0). Тоді \\X{to)\\u =  IIУКг(0,0 )Ци =  0 . В нашому
випадку b — π, d — с — T, a(h) =  \, h > 0. Тому cr(~1)(u) =  ----- т—L----- γ, м > 0.

у ψ(τ,+ν о)

Умова (5) набуває вигляду

/; ̂  ((f (̂ ц (̂ ) - -*)+(і
і виконується, бо виконується умова (12). Зауважимо, що

С D n
Wq =  i7(max{7r, Т } )  =  — ----- ------------ у  =  Won·

V  max ( π , f }  +  V° )

Крім того, за лемою 1 та зауваженням 1 для всіх /і > 0

sup ||Vn( * , 0  -  VN(y,s)||u
max {|x—y\,\t—s| }<Αι

/ τλ1/2
< Сд sup (E (VN(x,t)  -  VN(y,s)) ) <cr(h).

m a x {| x - y| , | f - s | } < h

Тому твердження теореми випливає з теореми 1 та наслідку 1. □

2 П р и к л а д и

Наведемо приклад випадкового поля £(х, £), для якого виконуються умови теореми 2, 
а, отже, і оцінка теореми 3.

Приклад 1. Нехай U(x)  =  \х\р, тобто LU{0)  =  Ι ρ(Ω),  при р >  4. Розглянемо випадкове 
поле ζ(χ, t) Є Lp(Q), p >  4, що можна представити у вигляді

00

=  E  Wfk(x )9k ( t ) ·  
k=  1

де ηk/ k >  1, — однаково розподілені незалежні центровані строго Орлічеві випадкові 
величини, 0 < х <  71, 0 < t <  T, f k(x) — двічі неперервно диференційовні, (pk(t) — 
неперервні функції, ак — деякі сталі, f k(0) =  f k{n) =  0, Ef/2 =  m2, Erjk =  0.

Тоді коваріаційна функція має вигляд
ОО

B(x,y,t,s) =  Εξ^χ,ήζ^,β)  =  m2 Y^a2kf k(x ) fk{y)cpk{t)(pk(s).
k= l

Нехай VO <  г < 1, V/c > 1 мають місце нерівності

\<Pk(t)\ <  Dfk;

I/ f ’ (ϊ + ί) - / f ’ w i < d/ ,Λ  * > 2ft l/ f ''WI 2 Dfin

та для всіх 0 <  i, j  <  1 збігаються ряди
оо оо
Е  a2kD2kdflk max{df j k ,  Dfjk} < оо; ^  a2kd2)kDflkD fjk <  оо.
fc=l  fc=l



Візьмемо v0 =  0; φ(λ)  =  λ β, Λ > 07 -  < β <  ~ (p > 4) ; τ (δν δ2) =  (διδ2)α , τ (δ)  =  

δα, a > 2β. Толі

00 CO Τ  ( π  π  \ o o c o

00 00 C O O O  Λ

Σ  Σ  -  я* Ε  Ε  < » ,

oo οο Ύ  ( 7Γ \ оо оо -і

Σ  Σ  - ψ ^ - ψ ^ Μ " ·2) =  π* Σ  Σ  k2-2Pml+.-2f <
f c = l m = l  л  rn * = l m = l  К Нт Р

оо 00 Ί  00 00 -і

Σ  Ε  = Ε  Ε  ψ = 2 β ^ τβ < “ ·fc= l m = l A- " ‘ /с=1 ш=1  Р

Оскільки U(x)  =  \х\р, х Є R, р > 4; <р(Л) =  λ*5, λ >  0, ^ < β <  το Ι ί (_1) (χ) 

, x > 0; φ^ ^ ( χ )  =  λ?, Λ > 0. ТодіУе >  0 при β >  |

©)>=/; (Wt *-ί i*· <*
Розглянемо B2ir2j{x,y,t,s) =  m2 ^ а 2к̂ 2і\ х )/ {2,) (y)Vk(t)(pk{s). Годі

Ь=1
оо

b2h#P2i%{x,y,t,s) =  m2 £ f l 2?fc(0 ^ (^ (// i2,)(*  +  ^i) - Λ (2,)(χ) )  ( л (2/)(у +  <J2) -  ή 2’

00
bxjB2i2j (x,y,t,s) =  m2 E fl2^(i)<Pjt(s)(A(2,) ( x +  ^) - f k 2i)( x) ) f k 2i)(y)'

k=  1 4 7
oo

b y,sB2ii2j{x,y,t,s)  =  m2 E f l 2<Pfc(0<Pfc(s)A(2i)W  ( / f 7)(y +  ^) - f l 2l\ y ) )  ,

00
B2i,2j{x,y,t,s) =  m2 £  a2kf ^ \ x ) f {2l){y) (<pk(t) -  <pk(s))2.

Jfc=l

00 00

За наших умов VO < і,; < 1 £  a2kD\kdfikmax{dfjk, Dfjk} < oo; £  a2d2 DfikDfjk <  oo.
f c = l  b = i

Тоді
00

|AW 2%2/(*,y,f,s)| < (διδ2)α m2 Σ  a2kD2kdfikdfjk/
k= 1

00
|Δ.ν̂ Β2/,2/(χ/ J// f/s)| < < ^ 2 £  a2kD2kdfikDfjk,

k= 1 
oo

|Ay^%2/(x,y,f,s)| < <S“?n2 E  a2kD2kDfikdfjk,
k= 1

~ 00 
|% 2/(x,y,f,s)| < \t-s\2Pm2 Y j a2kd2kDfikDfjk.

k=1

Отже·,
Γπ rn  °°.

sup / / ІДзд^Вг/дДх,!/, ί,s) j dxdy < 4 гш  akD kdfikdfjk · (<M2)“ ,
\<ґ K '  T  j  — TC j  — n  k = l

\ 00 
Δ χ̂ β2/·,27(Χ,у ,i,s) I dx ) rfy < l n 2m2 £  a2kD2kdfikDfjk ■ δα,

0< t < T J ~K J - π  
0 <s<T

sup
0 < t < T J0 
0 < s  < T

sup
0<t<TJV
0<s<T

π / j -π

pn 

π

k=1

|Ay/i5B2i,2/(x,y,i,s)| dy ) dx < 2тг2пг2 £  a2kD2kDfikdfjk ■ δ\
/ fc=l

Π η
B2i/2j(x,y, t,s)dxdy < TT2m2 E  al dlkD flkD

1
fjk ·

fc=l
|f-s

2/5·

Таким чином, умови теореми 2 виконуються для Vo =  0; <р(Л) =  j, < β <
τ{δχ,δ2) =  (δλδ2)\ τ(δ)  =  5«, α > 2/3;

CO 00

Cl,у =  4тг2?п2 Е  al Dlkdfikdfjk, C2,i,j =  ln 2m2 £  4 D\kdfikDfjk,
k=1 fc=l

00 00

C3,i,j =  2π2ηι2 £  a2D2kDfikdfjk, Мц  =  тг2ш2 £  a2kd2kDfikDfjk.
k=1 k=1

Виберемо тепер конкретний процес £(х, ί), для я к о г о  виконуються умови прикладу 1.

Приклад 2. Розглянемо ζ(χ, t) Є L5(Q ) та однаково розподілені незалежні строго Ор- 
лічеві випадкові величини tjk, для яких Έ,η2 - 1, Ещ — 0. Припустимо, що випадковий

00 1
процес ζ (χ , ί )  записується у вигляді ζ(χ, t) — r]k r j  sin kx cos kt, де 0 < x <  π,Ο <  t < T.

k=1 ^
Тобтор =  5,ak =  m =  1, f k{t) =  cos kt, f k(x) =  sin kx, f k2\x)  =  (sinfcx)" =  (.kcoskx)' =  
—k2 sinkx.

Зауважимо, що оскільки Vx Є Ж: | sinx| < |x|, то при | < β < j  для |x| <  1: | sinx| < 
|x| < |xp; для |x| > 1: | sinx| < 1 < |x|̂ ; тобто | sinx| < |x|̂  прих e 1R.

Покладемо β — η ,  a =  1. Тоді | < β < \, cl > 2β.

/1Ζί\ χ +  δ ) —/̂ 2ι\χ)  — ( —l) 'k21 sin/c(x +  ί )  — ( — l)'fc2' sin/cx

/к~1\ х) =  ( - l ) '^ 2i sin/rx, 0 <  і <  1; 
r(2i)■

=  k2‘ |sinA:x(x +  δ) — sin /сх| =  2A2'

k0

. k6 k(2x +  δ) 
sin у  cos---- -----

< 2fc,2i sin < 2fc2'™  =  t 1+2,i;

/.(2l)(x) =  А:2г| sin/cx| < A:2';■2i.

|^(ί) — <P)t(s)l =  I cos kt — cosA:s| =  2
. kit — s) . k(t +  s) 

sm ----sin ——

<  ?
. k(t — s) 

s m  — —----- C ? (
2 “  \



2
. k ( t - s )  . k(t  +  s) 

sin-----— 1 sm ——--- < ?
. k ( t - s )  

sm ----
2 2 2

4 . 3 ,  ,3

2
\<Pk(t)\ =  I cos  kt\ <  1 .

Отже,
dfik =  kl+2t) dq)k =  27k'7) Dfik =  k21; =  1.

О с к і л ь к и  ak =  p ,  то при 0 <  i, j  < 1

OO OO ̂ 1 + 2 1 ^ 1 + 2 /  OO I

E  akD l k df i k ™ x { d f jk, D f j k }  =  E - - - - - p —  <  E  П  <  ° ° ;
Jt=l k=  1 K k=  1 *

Д  2,2 n _ 27kh2ikzi 4 ~ 1
E  akd <pkD f i k D f j k =  E - - - - - - - - p -^  27  E  7 І 7 Т  <  00
/c=l fc=l fc=l k 7

з
і умови теореми 2 виконуються для φ (Λ) =  Λ7; τ ^ ι , ^ )  =  <Мг; Τ(^) =

Висновки

За умов існування розв'язку гіперболічного рівняння з нульовими початковими та 
граничними умовами та строго Орлічевою випадковою правою частиною у вигляді рів­
номірно збіжного за ймовірністю ряду знайдено оцінку розподілу супремуму розв'язку 
рівняння. Наведено приклади строго Орлічевих випадкових полів, що задовольняють ці 
умови.
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Dovhai B.V. The estimation o f  supremum distribution o f  solution o f  hyperbolic equations with Orlicz right 
side. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 231-241.

We consider the hyperbolic equation with homogeneous initial and boundary conditions and 
Orlicz right side. An estimate of supremum distribution of the problem solution is obtained in case 
of existence of a solution in the form of uniformly convergent in probability series. Examples of 
strictly Orlicz random fields that satisfy these conditions are showed.

Key words and phrases: hyperbolic equation, supremum distribution, Orlicz random field.

Довгай Б.В. Оценка распределения супремума решения гиперболического уравнения с Орличевой 
праеой частью // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. —  С. 231-241.

Рассматривается гиперболическое уравнение с однородньїми начальними и граничними 
условиями и Орличевой правой частью. В условиях существования решения в виде равномер- 
но сходящегося по вероятности ряда получена оценка распределения супремума решения 
такой задачи. Приведень! примерьі строго Орличевьіх случайньїх полей удовлетворяют зтим 
условиям.

Ключевьіе слова и фразьі: гиперболическое уравнение, распределение супремума, Орличе- 
вое случайное поле.



Carpathian Mathematical Publications, V.5, No.2

УДК 512.64

За т о р с к и й  P ., П ь іл ь іп и в  В., Гу л ь к а  C.

О НЕКОТОРЬІХ СВЯЗАННЬІХ МЕЖ ДУ СОБОЙ ПЕРЕЧИСЛИТЕЛЬНЬІХ ЗАДАЧАХ

Заторский P., Пьільіпив В., Гулька С. О некоторих связанньїх м еж ду  собой перечислительньїх  
задачах // Карпатские математические публикации. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 242-248.

Работа посвящена перечислению разбиений некоторьіх классов мультимножеств, и-вер- 
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ВСТУПЛЕНИЕ

Перечислительньїе методьі комбинаторной математики являются исторически пер- 
вьіми и центральними методами комбинаторной теории [1]. Они одинаково зффективно 
применяются в различньїх областях дискретной математики. В настоящей статье изучае- 
тся связь между некоторьіми комбинаторньїми задачами теории графов, теории матриц 
и теории мультимножеств.

Классической задачей комбинаторики множеств является задача о перечислении их 
разбиений на подмножества [2]. Аналогичньїе задачи для мультимножеств почти не ис- 
следованьї. Позтому любьіе, хотя бьі частичньїе, результатьі в зтом направлений иссле- 
дований важньї. Одной из таких задач является задача перечисления всех разбиений 
мультимножества \х2, х\,. . . ,  х2 }  в сумму двухзлементних множеств.

Перечисление Кзли [3] изомеров насьнценньїх углеродов СпН2п+2 и исследование 
Кирхгофом [4] злектрических цепей при помощи теории графов сьіграли важную роль 
в химии изомеров и теории злектрических цепей. Следовательно, важньїм направлени- 
ем комбинаторной математики является перечисление различньїх классов помеченньїх 
и непомеченньїх графов [5], например, задача о перечислении всех регулярних я-вер- 
шинньїх помеченньїх графов и мультиграфов степени 2.

При построении различньїх функций матриц приходится иметь дело с перечислени- 
ем различного рода трансверсалей. Например, при построении, так назьіваемьіх, биде- 
терминантов и биперманентов квадратних матриц, аналогичньїх детерминантам и пер­
манентам возникает задача о перечислении всех Г(я) битрансверсалей квадратньїх ма­
триц — набора 2я злементов квадратной матрицьі я-го порядка, в которьій входит по 
два злемента из каждой строчки и каждого столбца зтой матрицьі. Зта задача имеет

©  Заторский P., Пьільіпив В., Гулька С., 2013

длинную историю. В 1966 году индийские математики Г. Ананд, B.C. Думир и Г. Гупта 
[6 ] получили рекуррентное соотношение

Т[п) =  п{--п^ ((2п -  3)Г (я  -  2 ) +  (я -  2 )2Т(я -  3)),

которое в работе [7] получило вид Т(п) =  ,ιί,'2’ ι·ί (2Г(я — 1) +  (я — 1)Т(я — 2)). В. Тарака- 
нов [8 ] получил вьіражение Т(я) с помощью неупорядоченньїх разбиений натурального 
числа я :

Т(„\ =  ТГ (^!)2
1 j 2А2+ ЗЛз£".+ЯЛи= «  Ш =2  А г ! ( 2 г ) ^ '

а Д. Кнут — асимптотическую формулу Т(я) ~  ly/nn2n+^e~2n~ .̂
Битрансверсали квадратньїх матриц интереснн также тем, что с их помощью можно 

строить дваждьі стохастические матрицн.
В статье изучаются связи битрансверсалей квадратньїх матриц с регулярними графа­

ми второй степени и некоторьім классом мультимножеств. Также получено вьіражение 
числа битрансверсалей квадратной матрицн через параперманент треугольной матри- 
цьі.

1 П редварительньіе свеления

Напомним некоторне понятия и утверждения необходимьіе для понимания статьи.

1.1 Трансверсали и матрицьі. Парафункции треугольних матриц

Понятие трансверсали является важньїм понятием комбинаторного анализа. В об- 
щем случае под (fi, t2, ■ · ·, іп)-трансверсаллю упорядоченного семейства S =  (Si, S2, ■ ■ ■, Sn) 
nod множеств множества А ф 0 , назьівают упорядоченное семейство Т =  (Т і,Гг,. ..,Т П) 
подмножеств зтого множества, удовлетворяющих условиям:

Ті C Si, \Ті\ =  tu і =  1,2,.. .,я; Ті П Г;· =  0 , 1 < i < j <  я.

Если в зтом определении П О Л О Ж И Т Ь  fi =  t2 =  ■ ■ ■ =  tn — 1, то получим обьїкновенную
(1, 1, . . . ,  1 )-трансверсаль, которую в литературе назьівают системой различньїх предста- 
вителей. Если, кроме зтого, положить S,· =  {ац,а,·2, ■ ■ ■,Я/η}/ і =  1,2,..., я, т.е. рассматри- 
вать некоторую матрицу

/яц Я\2 · · ·  п\
_  Я21 ^ 22 · · · «2п

З   . /

\Я и 1  Яп2 ■■· Я п п /

причем считать, что вторьіе индексн злементов в (1, 1,.. . ,1) -трансверсали не должньї 
совпадать, то получим набор я злементов, взятих по одному из каждой строчки и ка­
ждого столбца матрицн. Такой набор назьівают трансверсаллю матрицн.

Определение 1.1. Набор злементов квадратной матрицьі, взятьіх по два из каждой стро­
чки и каждого столбца, назовем битрансверсаллю з т о й  матрицьі.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Отметим также, что при построении функций треугольньїх матриц (парадетерми- 
нанта и параперманента) используется понятие монотрансверсали.

Пусть К — некоторое числовое поле.

Определение 1.2. Треугольную таблицу

/я 11 >
a21 СІ22 , ч
: : ·. (J)

\ «n l Яп2 ' - · Іh in )  п

чисел числового поля К назовем треугольной матрицей, злемент сі\\ — верхним злемен- 
том з той треугольной матрицьі, а число η — ее порядком.

Каждому злементу а(; треугольной матрицьі (1) поставим в соответствие (і — j  + 1) зле­
ментов atk, k Є которьіе назовем произеодньїми з лементами треугольной матри-
Ц ЬІ, порожденньїми ключевьім 3 лементом U jj. Ключевой злемент треугольной матрицьі 
одновременно является и его производньїм злементом. Произведение всех производньїх 
злементов, порожденньїх ключевьім злементом aij, обозначим через {я/у }  и назовем фа­
кторна льньїм пронзведением зтого ключевого злемента, т.е.

І

{ « , / }  =  1 J[ a ik·
k=j

Определение 1.3. Если А — треугольная матрица (1), то справедливьі равенства: 

ddet(A) =  t  Σ  ( - 1 Г Г T \ iaP\+-+Ps,Pl+-+Ps-l+l}'
r = l  p \+ . . . + pr= n  s= l

n r
p p e r (A )= £  £  n { flPi+-+Ps,Pi+...+ps_1+i},

r =  1 P i + —+ P r = n  S=1

где суммирование производится по множеству натуральних решений уравнения
р і + . . .  +  рг =  П.

Определение 1.4. Каждому злементу Ujj заданной треугольной матрицьі (1) поставим 
в соответствие треугольную матрицу с зтим злементом в левом нижнем углу, которую 
назовем углом заданной треугольной матрицьі и обозначим через Rjj(A).

Очевидно, что угол Rij(A)  является треугольной матрицей (і — j  +  1)-го порядка. В 
угол Rij(A)  входят только те злементьі ars треугольной матрицьі (1), индексьі которьіх 
удовлетворяют соотношениям j  ^ S ^ r ^  і.

Ниже мьі будем считать, что

ddet (Rqi(A) )  =  ddet (ЯИ/И+1(Л )) =  ррег(К0і (Л )) =  ррег(КИ/Я+1(А )) =  1.

Теорема 1 (Разложение парафункций по злементам последней строчки). Справедливьі 
следующие тождества:

ddet (А ) =  ]Р  ( - 1 )и+3 {д„5}  -ddet (Rs_ u ), ррег(Л) =  {я„5}  · pper(Rs_ u ).
s= l s= l

Более детально c зтими и другими понятиями и утверждениями теории функций тре­
угольньїх матриц можно познакомиться в [9].

1.2 Графьі и цикльї. Мультимножества и их разбиения

Граф назьівается помеченньїм, если все его вершини отличаются одна от другой каки- 
ми-либо различннми пометками, например, перенумерованьї первьіми натуральними 
числами. В противном случае граф назьівают непомеченньїм.

Замечание 1.1. Помеченньїй граф при поворотах и симметриях не изменяется.

Если все вершини графа имеют одинаковую степень г, то такой граф назьівают регу­
лярним графом степени г.

Определение 1.5. Мультимножеством А назьівают любой неупорядоченньїй набор зле­
ментов некоторого множества [А], которое, в свою очередь, назьівают базисом мульти­
множества А.

Определение 1.6. Если мультимножество А состоит из к\ злементов а\, к2 злементов а2, 
..., к„ злементов ап, то считают, что зто мультимножество имеет первинную спецификацию 
S(A)  =  [α\λ, flj2/ · · · /αη"} и а л я удобства мультимножество А записьівают в каноническом 
виде А =  { « j 1, ί?22, ... ,ί?η'}· Числа kj, і =  1,2,... ,η, назьівают показателями первичной 
спецификации мультимножества А.

Под суммой двух мультимножеств А =  {Χ^,Χ^2, · · ·,Χηη} и В =  {Xj1, *22, · · -,Χη'} пони- 
мают мультимножество

А +  в =  {xa11+b\x“2+b2/. . . fxann+bn}.

В связи с операцией суммьі мультимножеств возникает задача перечисления всех 
разбиений мультимножества на ее подмультимножества. Зта задача обобщает аналоги- 
чную классическую задачу о разбиениях множества на подмножества.

2 П е р е ч и с л е н и е  и -в е р ш и н н ь іх  р е г у л я р н ь іх  гр аф ов  с т е п е н и  2

Очевидно, что и-вершинньїй регулярньїй граф степени 2 состоит из одного или не- 
скольких циклов без общих вершин. Следовательно между всеми непомеченними регу­
лярними и-вершинними графами степени 2 и целими неотрицательньїми решениями 
уравнения

ЗА3 “Ь 4Л4 -(-··· -Ь н\ц =  τι,

где А і — количество циклов длиньї і, существует взаимнооднозначное соответствие. На­
пример, существует четьіре непомеченние регулярньїе графи степени 2 с девятью вер­
шинами: цикл длиньї 9, два цикла длиньї 3 и 6, два цикла длиньї 4 и 5 и три цикла длиньї
3. Зтим регулярним графам соответствуют четьіре целие неотрицательние решения

A3 =  Л4 =  А5 =  Лб =  λγ =  As =  0, А9 =  1,

=  Аб =  1, А4 =  Л5 =  А7 =  Ag =  А9 =  0,

A3 =  Ag =  Л7 =  Αβ =  Л9 =  0, λ4 =  As =  1,

Аз =  З, Л4 =  Л5 =  Лб =  Л7 =  Ag =  Л9 =  0



уравнения
ЗЛ3 +  4Л4 +  5Л5 +  6Аб +  7Л7 +  8Λδ 4· 9Л9 =  9. (2)

Если же рассматривать также непомеченньїе регулярньїе мультиграфьі, то уравне- 
ние (2 ) следовало бьі заменить уравнением

2Л2 +  ЗЛ3 +  4Л4 +  5Л5 +  6Лб +  7λ γ  +  8Л8 4- 9Л9 =  9

и к перечисленньїм вьіше наборам циклов следовало бьі добавить также набори, соо- 
тветствующие решениям:

Л2 =  А7 =  1, Аз =  Л4 =  А5 =  Лб =  As =  Лд =  0, 

λ 2 =  Аз =  Л4 =  1, Л5 =  Лб =  λ γ  =  Ag =  А9 =  0 , 

λ 2 =  2 , A s  =  1 , А з =  Л4 =  λ(,  =  λ γ  —  Ag =  Лд,

Аг =  3, Аз =  1 , Л4 =  А5 =  Аб =  А7 =  A s =  А9 =  0.

Предложение 2.1. Существует

п\

2 !л2 (Л2)!3 !аз(А3)! · . . .  ·η !Λ"(Α „)!

различньїх разбиєний п елементного множества на Л2 подмножества мощности 2, Аз по- 
дмножества мощности 3 и т.д. А„ подмножеств мощности п.

Очевидно, что если учитьівать порядок злементов, то каждому такому подмножеству 
мощности к,к >  3, можно сопоставить некоторьій граф, являющийся циклом длиньї к.

Подсчитаем количество помеченньїх циклов длиньї к. Зафиксируем некоторую вер­
шину цикла и припишем ей пометку 1. Остальньїе (к — 1) вершиньї можно пометить 
(к — 1)! способами. Однако среди полученньїх помеченньїх циклов, в силу замечания 1.1, 
будет ровно (к —1)1/2 одинаковьіх пар. Таким образом, справедлива

Теорема 2. Авухвершинньїй цикл можно пометить одним способом; k-вершинньій цикл 
(длиньї k,k> 2) можно пометить различньїми способами.

Следовательно Лк циклов длиньї к, к >  2, можно пометить * различньїми спосо­
бами и справедлива

Теорема 1. Число регулярньїх п-вершинньїх помеченньїх графов степени 2 равно

у ,  п\ 2!ЛзЗ!Л4 ■ ... ■ (и —  1)!л"
зл3+4А4̂ .+пАп=„ Лз!3!Лз · · · · · Лп'.п'Лп 2лз+Л4+...+а„

У _______— _____  (3)
ЗЛз+4Л4̂ .+ «Л „=пП г=3  Аг!(2 г )аг · >

Замечание 2.1. С учетом мультиграфов формула (3) примет вид

V  η]2λ2
2Λ2 + 3Α3Κ „ Λ „ - » Π ; = 2 λ , ! ( 2 Γ ) Α- (4 )

Замечание 2.2. Очевидно, что число (3) регулярньїх п-вершинньїх помеченньїх графов
степени 2 совпадает с числом остовньїх регулярньїх подграфов степени 2 полного п- 
вершинного графа.

к

З П е р е ч и с л е н и е  б и т р а н с в е р с а л е й  к в а а р а т н о й  м а т р и ц ь і  и  р а з б и е н и й

МУАЬТИМНОЖЕСТВА {х \ , х \ , . . . ,  Х2П}  НА ДВУХЗЛЕМЕНТНЬІЕ МНОЖЕСТВА

В приведенной ниже матрице злементьі битрансверсали вьіделеньї жирньїм шриф­
том

( аи яі2 аіз Д14 Д15
^21 «22 д23 а 24 а 25 а 26

«31 332 азз «34  «35 «36

«41 342 «43  *44 «45 «46

«51 «52  «53 354 *55 Д56
\«61  «62  «63 «64  365 366/

Вьшишем построчно последовательность злементов вьіделенной битрансверсали

(«11/ «13/ «21/ «26/ «32/ «33/ «42/ «44/ «54/ «55/ «65/ « 66) ·

Очевидно, что при построении битрансверсали последовательность первьіх индексов ее 
злементов можно зафиксировать в виде (1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6 ). Тогда каждая битранс- 
версаль зтой матрицьі будет взаимно однозначно связана с упорядоченной последова- 
тельностью шести пар вторьіх индексов ее злементов. Для вьіделенной вьіше трансвер- 
сали получим упорядоченную последовательность неупорядоченньїх двухзлементньїх 
множеств

({1 ,3 }, {1 ,6 }, {2,3}, {2,4}, {4,5}, {5 ,6 } ) ,

сумма которьіх равна мультимножеству { І 2,22,32,42,52, б2}. Каждая пара определяет два 
различньїе злементьі некоторой строчки.

Если, в общем случае, числам 1,2,..., η сопоставить вершиньї графа, а парам чисел — 
ребра графа, то получим набор циклов. Действительно, всем одинаковьім парам двухзле­
ментньїх множеств соответствуют два параллельньїе ребра. Если же среди оставшихся 
пар больше нет одинаковьіх, то очевидно, что каждой оставшейся вершине инцидентньї 
два различньїе ребра. Так как степень каждой оставшейся вершиньї равна двум, то они 
образуют определенньїй набор циклов. Таким образом, справедлива следующая

Теорема 3. Число различньїх регулярньїх п-вершинньїх помеченньїх графов и мульти­
графов степени 2 равно числу всех различньїх неупорядоченньїх разбиений мультимно- 
жества { І 2,22, ..., п2} в сумму двухзлементньїх множеств, среди которьіх допускаются и 
одинаковьіе двухзлементньїе множества.

При помощи зтих неупорядоченньїх разбиений мультимножества { І 2,22, ..., и2}  на 
двухзлементньїе множества можно построить все битрансверсали квадратной матрицьі 
п-го порядка. Для зтого достаточно образовать все различньїе перестановки компонент 
зтого разбиения. Так как все компонентьі разбиений, за исключением А2 пар компонент, 
различньї, то для получения числа всех битрансверсалей в формуле (4) необходимо до­
бавить множитель -щ. Таким образом, справедлива

Теорема 4. [8]. В квадратной матрице n-го порядка существует всего

пі

2Л2+З Л 3+ ...+ и Л и= м П г = 2  Аг!(2г)Лг 

различньїх битрансверсалей.



Теорема 5. Число битрансверсалей Т(п +  1), п =  2 , 3 , . . квадратной матрицьі равно

2-3 
\ 3 - 4
0 f  4 - 5
. 2 . · (5 )

0 0 0 ... (п — 1 )п
0 0 0 ... ї  п(п + 1 )- 4 ' Jn—1

Аоказательство зтой теоремьі непосредственно вьітекает из разложения параперма- 
нента в равенстве (5) по злементам последней строчки.
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Ключові слова і фрази: матриця, бітрансверсаль, остовний 2-граф, регулярний граф, муль- 
тимножина.
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Встановлено умови існування та единості періодичного розв'язку у просторі Соболева для 
лінійного рівняння із частинними похідними зі сталими комплексними коефіцієнтами, що за­
лежать від одного дійсного параметра. Показано, що ці умови виконуються для майже всіх за 
мірою Лебеґа значень параметра.
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Вс т у п

Діофантові умови розв'язності часто зустрічаються в теорії крайових задач для рів­
нянь із частинними похідними в обмежених областях (зокрема, на торі) через так звану 
проблему малих знаменників (див. [7, 17, 19]). З математичної точки зору ця проблема 
проявляється в тому, що у розв'язки задач, які зображаються у вигляді рядів Фур'е, вхо­
дить безліч членів з коефіцієнтами, знаменники яких можуть бути як завгодно близьки­
ми до нуля, що зумовлює розбіжність цих рядів. Для подолання проблеми малих знамен­
ників ефективним виявився метричний підхід [2, 4, 9, 10], який полягає у вивченні міри 
множин параметрів задачі (коефіцієнтів рівняння, коефіцієнтів крайових (зокрема, не- 
локальних) умов чи параметрів області), для яких діофантові властивості (діофантові 
нерівності) виконуються, або не виконуються безліч разів.

В останні роки багато робіт присвячено вивченню глобальної гіпоеліптичності і роз­
в'язності лінійних диференціальних операторів на компактних многовидах, наприклад, 
на торі (див. [1, 5, 6, 8, 13, 14] і посилання в них), де також виникає проблема малих зна­
менників, які є поліномами L(k), k Є Z p, зі сталими коефіцієнтами. Зокрема, у роботі
[8 ] показано, що диференціальний оператор зі сталими коефіцієнтами глобально гіпо- 
еліптичний тоді і тільки тоді, коли його повний символ задовольняє діофантові умови 
типу Зігеля. Однак, у більшості з цих робіт сформульовано твердження, в яких присутні 
аксіоматичні умови вигляду \L(k)\ >  c\k\~0 на малі знаменники.
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В роботах [3,11] при відшуканні періодичних розв'язків для рівняння Шредінгера на 
двовимірному торі та для хвильового рівняння на (п +  1) -вимірному торі у всій повно­
ті застосовано методи теорії чисел (діофантових наближень) для встановлення оцінок 
знизу малих знаменників, які мали вигляд квадратичних форм. Періодичні задачі із за­
стосуванням метричного підходу також вивчались у роботах [12,15,16,18].

1 Основні п о з н а ч е н н я .  П о с т а н о в к а  з а д а ч і

Нехай Ω [π =  (JR/2nZy — тор, ж =  (х\,... ,xv) Є Ω ^ , к Є ΈΡ, (к, х) =  к̂ х\ + . . .  +  крхр, 

D — вектор диференціювань з компонентами D \ , , Dp, де D;- =  —і——, і — >/—1.
СJ л,j

Через Dsu позначимо мішану похідну D^1... Dppu, а через ks — добуток к  ̂ ... кЬр , де
S =  (si, . . . ,Sp) --набір ЦІЛИХ невід'ємних чисел, |s| =  Si +  . . . +  Sp.

Нехай Ст (1; IR) — простір дійснозначних т разів неперервно диференційовних на від­
різку І функцій, а С'п( І ;С)  — простір комплекснозначних функцій, де т >  0. Нехай 
W [/і, . . . ,  fm ] позначає вронскіан функцій /і, . . . ,  /ш з простору Ст ( І; Ж).

Запровадимо шкалу гільбертових просторів Ηί; =  Н,? (Ωί^.) для q Є 1R, де соболєвський
простір Hq отримано поповненням МНОЖИНИ v ( x )=  J^Vk ехр(ік, X) за нормою II · ||н̂/ ЩО

к
породжена скалярним добутком (v,u)n„= Е k2ĉ vkUk, в якому к= л/ 1 +  (к,к).

ке W
Позначимо через meas А міру Лебеґа вимірної множини A c R , a  через М — відрізок 

кривої у просторі Ср, який утворюють точки Ь(τ ) =  (b\ ( τ ) , ..., bp(τ ) ) ,  якщо τ  Є І.
В області Ωρ2π розглянемо задачу про відшукання 27Т-періодичного (за всіма змінни­

ми) розв'язку и =  и(х) для лінійного рівняння із частинними похідними

Lj (D)u(x )  =  E  asDsu(x) +  E  b j ^ D * ’и(х) =  f ( x ) ,  х Є Ω^π, (1)
|s|<n ;=1

та сталими комлексними коефіцієнтами as та Ь;, де / =  f ( x )  — задана 27г-періодична 
функція, порядки п\,...,Пр похідних не перевищують п,  а коефіцієнти Ь\,... ,Ьр є ком­
плексними функціями Ь-[ (т ) , ... ,Ьр(т) параметра т на відрізку І дійсної прямої.

Основна мета роботи — встановлення умов єдиності та умов існування розв'язків рів­
нянь (1) у просторі Соболева у термінах діофантових властивостей функцій bj(τ). 
При цьому використано метричний підхід і доведено теорему про коректну розв'язність 
задачі для майже всіх значень параметра т е  ί.

2 Єдиність РОЗВ'ЯЗКУ

Розв'язок и — и(х)  задачі шукаємо у просторі 27Г-періодичних функцій Н ,̂ тому він є 
таким рядом Фур'є:

и(х) =  £  икеі{к'х ) . ( 2 )

keZP

Для визначення коефіцієнтів щ одержуємо низку алгебричних рівнянь

Lr(k)uk =  f k, к е  Z Р, (3)

де f k — коефіцієнти Фур'є функції f ( x )  =  Σ  f kel(k'XK
keZP

Введемо для τ  Є І множину =  Ζ ζ ( τ )  нулів функції LT(k) за формулою

Z J (t ) =  { k e Z P :  LT( k ) =  0 }.

Для фіксованого т кожне із рівнянь (3) має єдиний розв'язок ик =  f k/LT(k), якщо
z ; =  z j ( r )  =  0 .

Якщо ^ 0  для фіксованого числа τ, то для цього т розв'язок рівняння (3) існує 
для тих і тільки тих функцій /, для яких f k =  0 для всіх к Є Zg. Тепер розв'язками 
рівняння (3) є довільні сталі ик =  икі0 для к Є Zg і числа и к — f k/LT(k) для к Є V  \ Zg.

З цих тверджень сформулюємо дві теореми про єдиність розв'язку задачі.

Теорема 1. Для єдиності (за фіксованого параметра т Є І )  розв'язку рівняння (1) у про­
сторі Ні}, де с] Є R, необхідно і достатньо, щоб алгебричне рівняння LT(k) =  0 не мало 
розв'язків у цілих числах к\,... ,кр, тобто Zg =  0 .

Теорема 2. Якщо f k =  0 для к Є Zg, то два розв'язки рівняння (1) у просторі H,j мо­
жуть відрізнятися один від одного сумою Σ  u kfie‘(k’x l  де Uk:0 — комплексні сталі, які

задовольняють нерівність

keZ%

Σ  Ч,0еі{к’х) =  Σ  к2* К о І 2 <  °°·
НЧ ке Z '’

Зауваження 1 . Якщо шуканий розв'язок підпорядкувати умові — 0 для всіх
векторів k Є  Z g ,  то в умовах теореми 2 рівняння ( 1 )  не може мати двох різних розв'язків 
Із простору Hq.

Розв'язок задачі існує, якщо для всіх k Є Z p рівняння (3) є розв'язним, а ряд (2) — 
розв'язок рівняння (1) — належить до простору Н .̂

Припустимо, що для всіх k Є  Z g  виконується умова f k =  0. Тоді загальний розв'язок 
и ( х )  задачі формально можна зобразити рядом

Ф )  = E  uk,oe'[k,x) + Е  т іілеі(к’х)' (4)
к е Z PQ k e Z P \ Z !Q τ  ̂ '

де UkrQ — довільні комплексні сталі.

З М е т р и ч н і  о ц ін к и

Символ LT(k) оператора LT(D)  впливає на збіжність ряду (4), який визначає норму 
розв'язку рівняння (1) у Hq, оскільки може як завгодно швидко наближатися до нуля для 
множини векторів к Є ZP. Отже, існування 27Г-періодичного розв'язку u задачі пов'язане
з проблемою малих знаменників.

Для вирішення цієї проблеми скористаємося метричним підходом для оцінок знизу 
малих знаменників LT(k), де к Є Z p, послідовністю зі степеневою поведінкою і власти­
вістю ^-нормальності множини. Реалізація цього підходу вимагає встановлення оцінок 
зверху для мір виняткових множин гладких функцій.

Для довільного S Є К введемо поняття «^-нормальності кривої М, що визначається 
коефіцієнтами b\,...,bp рівняння (1).



Означення. Крива М називається δ-нормальною щодо рівняння (1), якщо існує така ста­
ла Со >  0, що для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в Ж) точок τ  Є І нерівність

\LT(k)\ > C0k~s (5)

виконується для всіх векторів k e Z P \  Z j , де Z [  =  Z p (r) — скінченна множина.

Із властивості ^-нормальності кривої випливає фредгольмовість розглядуваної задачі 
для майже всіх точок відрізка І.

Сформулюємо і доведемо теорему про умови ̂ '-нормальності кривої М.

Теорема 3. Якщо функції Ь-[, . . . ,Ьр належать до простору СР+1( І ;С)  і виконується хоча
б одна з двох умов:

(і) шіп ІW Г Re b\,..., Re Ьр, і] (τ ) І ф 0,
ТЄ (6)

(ii) min ІW [ Іш Ь\,..., Іш Ьр, її (τ ) І ф 0,
ге/  1

то при δ > р2 — щ крива М є δ-нормальною, де Щ — т іп {п ь ..., пр}.

Аоведення. Припустимо, що виконується умова (і) теореми. Введемо множини

Bk = { T e I : \ R e L T( k) \<ek}, k Є Z p,

і множину В тих точок τ  Є І, для яких безліч разів на Жр справджується оцінка

|ReIT(*)l < t k =  2 (p +  i y « ^ ~S'

Для оцінювання міри множин Вк сформулюємо відповідну терему із роботи [20].

Теорема 4. Нехай F( τ , ζ )  =  /\{τ)ζλ +  ... +  /т(т)гт, де z =  (zb . . . , z m) Є Ст, а також 
{ / і , . С  СП,( І ;К) .  Якщо вронскіан W[ f i , ... , f m] функцій f \,..., f m відмінний від 
нуля на І, то для всіх z Є Сш \ {0 } і довільного ε Є (0,Ci|z|/2) виконується оцінка

meas{r Є І : |F(t , z )| < ε } < С2 m~\Je/\z\, 

де |z| =  \z\ I +  ... +  \zrn\, додатні сталі C\ і C2 визначають формули

1 / m m ч- i

j = 1 j = 1

C2 =  4(72 +  l)(m  -  1)C ”̂/(1 m) ( meas I max 11//£7) | |C (/;IR) +  Q ).

Позначимо m — p +  1, gk — Re Σ  a$ks і запишемо вираз Re LT(k) у вигляді суми
|s|<n

Re L T(k) =  Re b - i ^ k " 1 + . . . +  R e b p(T)knpv +  g k.

Якщог =  (fc"1, ... ,kpP ,gk), f j ( r )  =  Rebj(T) для]  — Ι , . , . , ρ ι  /р+1(т) =  1, то з позначень 
теореми 4 випливають рівності

F (t,z ) = R e L T(fc), W\fi , ... , f m\ =  W[Rebb . . . ,Rebp,l\.

Оскільки |z| > 1 для всіх k Є ΈΡ \ {0 } і виконуються нерівності

0 < ц <  W T T y ^ k"° < ^ |z| = ^ № іГ + · · · + W  +

то при кожному k ф 0 за умовою (6) з теореми 4 маємо такі оцінки для міри Вк:

meas Вк < С2 m~tfek/\z\ =  С2^ к7\z\ < С3к~^+п^ /р, С3 =  С2( ^ ) 1/Р.

Для вибраних δ ряд Σ  meas Вк мажорується збіжним рядом Сз Σ  к~^+п°>̂ Р,
ке  ZP\{0} ke ZP

тому з леми Бореля-Кантеллі випливає, що міра Лебеґа множини точок τ  із І , що потра­
пляють у нескінченну кількість множин Вк, дорівнює нулю, тобто meas В =  0.

Тоді при δ > р2 — По для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в Е) чисел τ  Є І нерівність 
|ReL(r, к)\ > єк виконується для всіх (крім скінченного числа) векторів к. Із означення 
^-нормальності та нерівностей

ІМ Ч І >  І ReLT{t)| > =  Coi-o

випливає, що крива М є ^-нормальною зі сталими δ > р2 -  щ і Со =  Сі/2(р +  1)”о/2.
Якщо виконується умова (іі) теореми, то візьмемо /,·(т) =  І т  bdx)  для j  =  1,..., р. 

Далі результат отримуємо аналогічно. Теорему доведено. □

4 ІСНУВАННЯ РОЗВ'ЯЗКУ

Твердження доведеної теореми 3 використовуємо для встановлення такої теореми 
існування розв'язку розглядуваної задачі.

Теорема 5. Нехай δ > р2 — По і коефіцієнти Ь\,..., Ьр рівняння (1) задовольняють умови 
теореми 3. Тоді для кожної функції / Є Hq+Ss яка задовольняє умову ортогональності 
f k =  0, якщо k Є Zq, для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в IR) чисел τ  Є І існує 2тс- 
періодичний розв'язок u рівняння (1) із простору Ну, який можна зобразити у вигляді 
ряду (4).

Аоведення. За умовами теореми крива М є ^-нормальною внаслідок теореми 3. Це озна­
чає, що для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в R) точок т Є / є істинним твердження

(V/c Є Z p\Zq) \LT(k)\ > C 4k~s, (7)

де С4 =  C j(t ) =  min {Co, min |k5LT(k) \}, Z? =  Z ? (r ) — скінченна множина елементів
k e  z {\ z g

k Є Z p, для яких не виконується нерівність (5 ), тому Zq С Ζζ.  Із формули для норми в 
просторі Нq отримуємо таку оцінку квадрата норми розв'язку (4):

ІМІн, = Σ  ^ q\uk\2 < Σ  ^ q\uk,o\2 + c42 Σ  ^ {q+6)\fk\2 < s + csw/wh ,
ke  ZP fcezf k e Z P \ Z px

де C5 =  C~2 , а величина S =  ]T k2l] ukf0\2 є скінченною сумою, тому S <  00 для довільних

чисел uk Q Є С . Отже, ||м||н, <  °°/ тобто u Є Н (/. Теорему доведено. □



Зауваження 2. Якщо в умовах теореми 5 для якогось τ  множина Zg (τ ) є порожньою, то 
розв'язок (4) періодичної задачі для рівняння (1) існує для кожної функції f  Є Ηη+σ та 
єдиний.

Зауваження 3. Гладкість правої частини f  рівняння (1) в умовах розв'язності зростає 
разом із розмірністю р тора Ω ζπ і спадає зі зростанням мінімального з чисел гі\,. . . ,  пр.

З останньої теореми випливає фредгольмовість розглядуваної задачі для майже всіх 
(стосовно міри Аебеґа в 1R) точок τ  Є І, оскільки для цих τ  задача має скінченновимірне 
ядро у просторі і кількість умов ортогональності (/*. =  0 ) дорівнює розмірності ядра.

Висновки

У роботі встановлено умови єдиності та умови існування 27Т-періодичного розв'язку у 
просторі Соболева для лінійного безтипного диференціального рівняння (1), комплексні 
коефіцієнти b\, . . . , bp  якого при фіксованих незмішаних похідних (порядків щ , . . . ,  пр 
відповідно) залежать від дійсного параметра т.

Умовами (6) для δ > р2 — «о визначено клас ^-нормальних кривих

м  =  { (Ь і (т ) , . . . ,Ьр( τ ) ) ,  τ  є І} ,

для якого має місце розв'язність розглядуваної задачі у просторі Соболева для майже 
всіх (стосовно міри Лебеґа в просторі 1R) точок т із відрізка І.

Отримані результати можна поширити на випадок відшукання періодичних роз­
в'язків за змінними χι , . , . ,χρ з вектором періодів ω =  (ω\,.. . ,ωρ) для рівняння 
L j (D )u (x )  =  0, де х Є Γϊω, Ω%, —  відповідний тор.

R e f e r e n c e s

[1] Albanese А.А. On the global C°° and Gevrey hypoellipticity on the torus o f  some classes o f  degenerate elliptic 
operators. Note di Matematica 2011, 31 (1), 1-13. doi:10.1285/il5900932v31nlpl

[2] Arnol'd V.I. Small denominators and problems o f  stability o f  motion in classical and celestial mechanics. Uspehi Mat. 
Nauk 1963,18 (6), 91-192. doi:10.1070/RM1963v018n06ABEH001143 (in Russian)

[3] Beresnevich V., Dodson M., Kristensen S., Levesley J. An inhomogeneous wave equation and non-linear Di- 
ophantine approximation. Advances in Mathematics 2008, 217 (2), 740-760. doi:10.1016/j.aim.2007.09.003

[4] Bourghin D. G., Duffin R. J. The Dirichlet problem fo r  the vibrating string equation. Bull. Amer. Math. Soc. 1939, 
45 (12), 851-858. doi:10.1090/S0002-9904-1939-07103-6

[5] Dickinson H., Gramchev T., Yoshino M. Perturbations o f  vector fields on tori: resonant normal form s and Di- 
ophantine phenomena. Proc. Edinb. Math. Soc. 2002, 45 (3), 731-759. doi:10.1017/S001309150000064X

[6] Gramchev T., Yoshino M. WKB analysis to global solvability and hypoellipticity. Publ. Res. Inst. Math. Sci. 1995, 
31 (3), 443-464. doi: 10.2977/prims/1195164049

[7] Grebennikov E.A, Ryabov Yu.A. Resonances and small denominators in celestial mechanics. Nauka, 
Moscow, 1978. (in Russian)

[8] Greenfield S., Wallach N. Global hypoellipticity and Liouville numbers. Proc. Amer. Math. Soc. 1972, 31 (1), 
112-114. doi:10.2307/2038523

[9] Il'kiv V.S., Ptashnyk B.Yo. Problems fo r  partial differential equations with nonlocal conditions. M etric approach to 
the problem o f  small denominators. Ukrainian Math. J. 2006, 58 (12), 1847-1875. doi:10.1007/sll253-006-0172-8 
(in Ukrainian)

[10] Kolmogorov A.N. On dynamical systems with an integral invariant on the torus. Doklady Akad. Nauk SSSR1953, 
93 (5), 763-766. (in Russian)

[11] Kristensen S. Diophantine approximation and the solubility o f  the Schrodinger equation. Phys. Lett. A. 2003, 314 
(1), 15-18. doi: 10.1016/S0375-9601 (03)00867-3

[12] Novik B. Remark on periodic solutions o f  a linear wave equation in one dimension. Comm. Math. Uni. Carolinae 
1974,15, 513-519.

[13] Petronilho G. Global hypoellipticity, global solvability and normal form  fo r  a class o f  real vector fields on a torus and 
application. Trans. Amer. Math. Soc. 2011, 363, 6337-6349. doi:10.1090/S0002-9947-2011-05359-6

[14] Petronilho G. Global solvability and simultaneously approximable vectors. J. Differential Equations 2002,184 (1), 
48-61. doi:10.1006/jdeq.2001.4132

[15] Polishchuk V.M., Ptashnyk B.Yo. Periodic boundary value problem fo r  linear hyperbolic equations. Math. Methods 
Phys. Mech. Fields 1975, 5,158-160. (in Russian)

[16] Polishchuk V.M., Ptashnyk B.Yo. Periodic solutions o f  a system o f  partial differential equations with constant coeffi­
cients. Ukrainian Math. J. 1980, 32 (2), 239-243. doi: 10.1007/BF01092793 (in Russian)

[17] Ptashnyk B.Yo., Il'kiv V.S., Kmit' I.Ya., Polishchuk V.M. Nonlocal Boundary-Value Problems for Partial Di­
fferential Equations. Naukova Dumka, Kiev, 2002. (in Ukrainian)

[18] Ptashnyk B.Yo. Periodic boundary value problem fo r  linear hyperbolic equations with constant coefficients. In: Math. 
Physics, 12,117-121. Naukova Dumka, Kiev, 1972. (in Russian)

[19] Ptashnyk B.Yo. Ill-Posed Boundary-Value Problems for Partial Differential Equations. Naukova Dumka, Ki­
ev, 1984. (in Russian)

[20] Savka I.Ya. Nonlocal problem with dependent coefficients in conditions fo r  the second-order equation in time variable. 
Carpathian Math. Publ. 2010, 2 (2), 101-110. (in Ukrainian)

Надійшло 27.12.2012

I'lkiv V.S., Savka I.Ya., Symotyuk M.M. Sobolev periodic solutions o f  a partial differential equation with 
coefficients which depend on a parameter. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 249-255.

The conditions of existence and uniqueness of Sobolev periodic solution for linear partial dif­
ferential equation with constant complex coefficients, which depends on one real parameter, are 
established. It is shown that these conditions fulfill for almost all (with respect to the Lebesgue 
measure) parameter values.

Key words and phrases: differential equation, periodic solution, small denominator, diophantine 
approximation, metric estimation.

Илькив B.C., Савка И.Я., Сьімотюк M.M. Периодические решения в пространстве Соболева для 
уравнения с частньїми производньїми, козффициентьі которого зависят от параметра // Карпат- 
ские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — С. 249-255.

Установленьї условия существования и единственности периодического решения в про­
странстве Соболева для линейного уравнения с частньїми производньїми с постоянньїми ком­
плексними козффициентами, которьіе зависят от одного действительного параметра. Пока­
зано, что зти условия вьіполняются для почти всех по мере Аебега значений параметра.

Ключевьіе слова и фразьі: дифференциальное уровнение, периодическое решение, мальїй 
знаменатель, диофантовое приближение, метрическая оценка.



Carpathian Mathematical Publications, V.5, No.2

УДК 517.98

K a c h a n o v s k y  N .A .

ON EXTENDED STOCHASTIC INTEGRALS WITH RESPECT TO LEVY PROCESSES

Kachanovsky N.A. On extended stochastic integrals with respect to Levy processes. Carpathian Mathe­
matical Publications 2013, 5 (2), 256-278.

Let L be a Levy process on [0, +oo). In particular cases, when L is a Wiener or Poisson pro­
cess, any square integrable random variable can be decomposed in a series of repeated stochastic 
integrals from nonrandom functions with respect to L. This property of L, known as the chaotic 
representation property (CRP), plays a very important role in the stochastic analysis. Unfortunately, 
for a general Levy process the CRP does not hold.

There are different generalizations of the CRP for Levy processes. In particular, under the Ito's 
approach one decomposes a Levy process L in the sum of a Gaussian process and a stochastic in­
tegral with respect to a Poisson random measure, and then uses the CRP for both terms in order 
to obtain a generalized CRP for L. The Nualart-Schoutens's approach consists in decomposition 
of a square integrable random variable in a series of repeated stochastic integrals from nonrandom 
functions with respect to so-called orthogonalized centered power jump processes, these processes 
are constructed with using of a cadlag version of L. The Lytvynov's approach is based on orthogo- 
nalization of continuous polynomials in the space of square integrable random variables.

In this paper we construct the extended stochastic integral with respect to a Levy process and 
the Hida stochastic derivative in terms of the Lytvynov's generalization of the CRP; establish some 
properties of these operators; and, what is most important, show that the extended stochastic inte­
grals, constructed with use of the above-mentioned generalizations of the CRP, coincide.

Key words and phrases: Levy process, chaotic representation property, extended stochastic inte­
gral, Hida stochastic derivative.
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E-mail: nick2@zeos.net

INTRODUCTION

Let L =  ( U ) t e [ o ,+oo) be a Levy process, i.e., a random process on [0, +oo) with stationary 
independent increments and such that Lo =  0 (see, e.g., [6, 26, 28] for detailed information 
about L6vy processes). In particular cases, when L is a Wiener or Poisson process, any square 
integrable random variable can be decomposed in a series of repeated stochastic integrals from 
nonrandom functions with respect to L. This property of L is called the chaotic representation 
property (CRP), see, e.g., [23] for more information. The CRP plays a very important role in 
the stochastic analysis (in particular, it can be used in order to construct extended stochastic 
integrals, see, e.g., [16, 33, 15]), but, unfortunately, for a general L6vy process this property 
does not hold (e.g., [31]).

There are different generalizations of the CRP for Levy processes. The first one was pro­
posed by K. It5 [14] (see also [7]) and consists in the following. By the Levy-Khintchine formula

©  Kachanovsky N.A., 2013

a Levy process L can be decomposed in the sum of a Gaussian process and a stochastic inte­
gral with respect to a Poisson random measure, then one uses chaotic decompositions for both 
terms in order to obtain a generalized CRP for L.

Another generalization was proposed by D. Nualart and W. Schoutens [24] (see also [29]), 
now one decomposes a square integrable random variable in a series of repeated stochastic 
integrals from nonrandom functions with respect to so-called orthogonalized centered power 
jump processes, these processes are constructed with using of a c£dl£g version of the initial 
Levy process.

One more generalization (for a L6vy process without Gaussian part) was proposed by 
E.W. Lytvynov [22], his approach is based on orthogonalization of continuous monomials in 
the space of square integrable random variables.

The interconnection between above-mentioned generalizations of the CRP is described in, 
e.g., [22, 2, 30], one more example of a generalized CRP is given in [10, 9].

Let from now L be a L6vy process without Gaussian part and drift (it is comparatively 
simply to consider such processes from technical point of view). In order to construct an 
extended stochastic integral with respect to L, one can take any generalization of the CRP 
described above. Namely, in the case of the ”It0's CRP" the construction of this integral is 
analogous to the corresponding construction in the Poisson case, cf., e.g., [10] and [15]. In 
the case of the "Nualart-Schoutens's CRP" one can use term by term integration of a Nualart- 
Schoutens decomposition for an integrand with respect to a random measure corresponding 
to L. In the case of the "Lytvynov's CRP" one can construct the extended stochastic integral as 
in the Meixner case [17] (see also [18]); with use of a "special symmetrization" for kernels from 
the Lytvynov decomposition, or as the conjugated operator to the Hida stochastic derivative. 
The reader can find more information about extended stochastic integrals with respect to Levy 
processes in, e.g., [3, 21,10, 8,11, 25, 9], for a general information about stochastic integration 
on infinite-dimensional spaces see, e.g., [1].

The main aims of the present paper are to construct the extended stochastic integral with 
respect to a L6vy process and the Hida stochastic derivative in terms of the Lytvynov's gen­
eralization of the CRP; to establish some properties of these operators; and, what is most im­
portant, to show that the extended stochastic integrals, constructed with use of three above- 
mentioned generalizations of the CRP, coincide.

The paper is organized in the following manner. In the first section we introduce a Levy 
process L and construct a convenient for our considerations probability triplet connected with 
L; then we consider in details the above-mentioned generalizations of the CRP for L. In par­
ticular, we prove a statement about interconnection between the Ito's and Lytvynov's gener­
alizations of the CRP for L. In the second section we introduce extended stochastic integrals 
in terms of the above-mentioned generalizations of the CRP and prove that these integrals 
coincide; then we introduce a Hida stochastic derivative in terms of the Lytvynov's general­
ization of the CRP and establish that this derivative and the extended stochastic integral are 
conjugated one to another operators.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:nick2@zeos.net


1 L e v y  p r o c e s s e s  a n d  g e n e r a l iz a t io n s  o f  t h e  c h a o t ic  r e p r e s e n t a t io n

PROPERTY

1.1 L6vy processes

Denote R + := [0, +oo). In this paper we deal with a real-valued locally square integrable 
Levy process L =  (Lf)teR+ (a random process on R + with stationary independent increments 
and such that Lo =  0) without Gaussian part and drift. By the Levy-Khintchine formula such 
a process can be presented in the form (e.g., [10])

Lt =  Ґ  f  xN(du,dx), (1)
Jo JR

where N(du,dx,·) is the compensated Poisson random measure of L; and the characteristic 
function of L is

IE[ezwLf] =  exp t [  (e‘ux — 1 — iux)v(dx) , (2)
L J R J

where v is the L6vy measure of L, which is a measure on (R, £>(R)), here and below В denotes 
the Borel σ-algebra, E denotes the expectation. We assume that v is a Radon measure whose
support contains an infinite number of points, v ( { 0 } )  =  0, there exists ε > 0 such that

L
x2eeK (d x ) < oo.

/R

and
x2v(dx) =  1. (3)/'JR/R

Let us define a measure of the white noise of L. Let V  denote the set of all real-valued 
infinite-differentiable functions on 1R+ with compact supports. As is well known, 'D can be 
endowed by the projective limit topology generated by some Sobolev spaces (see, e.g., [5]). Let 
V ' be the set of linear continuous functionals on V. For ω Є V ' and φ Є V  denote ω (φ ) by 
(ω, φ); note that one can understand (·, ■) as the dual pairing generated by the scalar product 
in the space L2(R  +) of (classes of) square integrable with respect to the Lebesgue measure 
real-valued functions on IR+. The notation (■,■) will be preserved for dual pairings in tensor 
powers of spaces.

A probability measure μ on (V ,C {V ') ) ,  where C denotes the cylindrical σ-algebra, with 
the Fourier transform

/ eI V
'(ω’<Ρ')μ(άω) =  exp [  (ειψ̂ χ — I — iw(u)x)duv(dx) , ФЄТ>, (4)

L JR+xR

is called the Livy white noise measure.
The existence of μ from the Bochner-Minlos theorem (e.g., [13]) follows. Below we will 

reckon that the σ-algebra C (V r) is augmented with respect to μ, i.e., C (V )  contains all subsets of 
all sets O such that μ{0 ) =  0.

Denote (L2) := L2(V ,C ('D r), μ) the space of (classes of) real-valued square integrable with 
respect to μ functions on V ;  let also Ή. := L2(R + ). Substituting in (4) φ =  tip, t Є R, ψ Є V, 
and using the Taylor decomposition by t and (3), one can show that

(ω ,ψ )2μ(άω) =  [  (iMu))2dw (5)
v  J R+

(this statement follows also from results of [22] and [10]). Let / Є Ή and D 9 ^  ч  / in Ή as 
k —* oo. It follows from (5) that { ( o ,  f k ) } k > і  is a Cauchy sequence in ( L 2) ,  therefore one can 
define (o, f )  := limfc_>oo(°/ f k )  Є (^2) (the limit in the topology of (L2)). It is easy to show (by 
the method of "mixed sequences") that (o,/) does not depend on a choice of an approximating 
sequence for / and therefore is well-definite in (L2).

Let us consider ( o,  l[o,f)) Є ( L2), t e R+ (here and below Ід  denotes the indicator of a set 
A). It follows from (2) and (4) that ( (о, 1 [0jf ))) f(_R ̂  can be identified with a Levy process on the 
probability space ( V ,€{Τ>'),μ), therefore from now we will identify Lt with (o,  lp,/))·

Remark. In this paper we work in the framework of the so-called "L2-theory of stochastic 
processes". In particular, it means that it is sufficient for us to understand Lt/ t Є R+, as 
an element of (L2) (i.e., as an equivalence class in (L2) ), and, correspondingly, L is a family of 
elements from (L2). Butin the probability theory of ten it is necessary to consider modifications 
of random processes with some special properties. For example, one can prove that there 
exists a cAdMg modification ofL  (i.e., a random process, which is stochastically equivalent to L 
and has right continuous with finite left limits trajectories), and the random measure N  from 
representation (1) can be constructed with using of such a modification (e.g., [26, 6, 28,10]).

1.2 Generalizations of the chaotic representation property for Levy processes

Let N =  (N t)teu+ be a Poisson random process. Then, as is well known, any square inte­
grable random variable F (square integrability means that E|F|2 < oo) can be presented as a 
series of repeated (Ito) stochastic integrals from nonrandom functions with respect to N  (see, 
e.g., [23] for details). This property of a Poisson process is known as the chaotic representation 
property (CRP) and plays a very important role in the stochastic analysis. In particular, it is 
simple to construct an extended (Skorohod) stochastic integral if we use the CRP ([15]).

Unfortunately, for a general L the CRP does not hold (e.g., [31]). Therefore there is a natural 
question: what can be an appropriate analog of the CRP? There are different answers on this 
question. The first one was given by K. Ito [14] (see also [7]) and consists in the following. 
Denote by ® a symmetric tensor product. For п Є N  and f n Є L2(Λ ® v)®” (here L2(Λ <8> v) is 
the space of square integrable with respect to Λ ® v real-valued functions on R + x R, A is the 
Lebesgue measure on R +) set

! „ (/ „ ) := /  f n(ub x1;. ..}U n,xn)N (d u i,d x i)---N (d u n,dxn), (6)
J( R+xR) «

where N  as in (1), let also Io{fo) :=  fo for /о Є R. Denote Z + := N  U {0 }; L2(A ® v)®° := R.

Theorem. ([14]) LetF Є (L2). Then there exists a unique sequence of kernels f n Є L2(A <g) v)®n, 
n Є Z+, such that

CO

F = E U f n )  (7)
/г=0

n. OO

E|F|2 =  |F|fw  =  I F M I V O iw)  =  Σ  η ! Ι !Μ Ι^ (Λ β ,)ί>"· <8 >
J υ n= 0

Moreover, for f n Є L2(A 0  v)®n and gm Є L2(A ® v)®m, n,m Є Z+,



Another approach to a generalization of the CRP was proposed by E.W. Lytvynov [22]. 
This approach is based on the orthogonalization of continuous polynomials in (L2) (a suitable 
procedure of orthogonalization is described in [32]). Note that in the case when a Levy pro­
cess is a Poisson one, the repeated stochastic integrals from the chaotic decomposition of an 
element from (L2) can be identified with so-called generalized Charlier polynomials that are 
orthogonal in (L2). Let V  =  VCD') be the set of continuous polynomials on V ', i.e., elements 
of V  have a form

A/p
F(cv) =  £  (ω ®η,/(")), ω Є V , NF Є Z+, /<") Є V®n, f ^  φ 0,

п=0

here Np is called the power of a polynomial F, (ω ®°,/(°)} := y(°) є T>®° :=  R. Since the Levy 
white noise measure μ has a holomorphic at zero Laplace transform (this follows from (4) and 
properties of the measure v, see also [22]), V is a dense set in (L2) ([32]). Denote by Vn the 
set of continuous polynomials of power <  n, by V n the closure of Vn in (L2). Let for n Є IN 
Pn V n Θ Vn-x (the orthogonal difference in (L2)), Po := Vq. It is clear that

(L2) =  0  Pn.
n=0

Let /(") Є V®n, n Є Z+. Denote by : (o®” ,/(”) ) : the orthogonal projection of a monomial 
(o®«,/W) onto P„. Let us define scalar products {-,-)ext on V®n, n Є Z+, by setting for
f(n)'g{n) e ρδη

</(") ,? (" )>«i := “  Jv  : :: (ω'3" ,£<">) :,<(*»), (10)

and let I · Iext be the corresponding norms, i.e., \f^\cxt =  у {f^n\ f^ )ext- Denote by 7^”,, 

n Є Z+, the completion of V®n with respect to the norm | · \ext. For /(") Є define

:(o®«,/ (")): =  (L2) -  lim : (o®",/,(n))w h e r e  D®" 9 f [ n) -> /(”) in (one can easily
k — >co k - ¥  OO

verify the correctness of this definition). Since, as is easy to see, the sets { :  ( o  ®n/f i n)) :rf ( n) e  

V /n }  are dense in P„, the following statement is fulfilled.

Theorem. Let F Є (L2). Then there exists a unique sequence of kernels /(”) Є щ х],п  Є Z+, 
such that

OO
F =  £ :<o® »,/ l»> ): (11)

n=0

and OO
E|F|2 =  ||F||2l2) =  \F(cv)\2}i(dcv) =  J > ! \f^\2ext. (12)

Moreover, for /М Є Ή^Ι and g (m) є Ή ^ ,  n, m Є Z +/

E[:(o®”,/("))::(o®ra, g H ) ;]

=  f : <а;®и, / (я )> :: ψ{άω) =  5n,mn\(f^ ,g^)ext. ( Ь )

Remark. It was shown in [22] that in the space (L2) : ( o =  ( o ® ° , / ( ° ) )  =  f (° ) and 
■ .(o ji1)):  =  (o,/(!)). But for n >  1 :(o®«,/(»)) : is not a continuous polynomial, generally 
speaking. Moreover, in this case the elements : (o® «,y (»)): are continuous polynomials (and 
even generalized Appell polynomials, or Schefer polynomials in another terminology) if  and 
only if  our Levy process L belongs to the so-called Meixner class of random processes, see [22] for 
details.

oo /n\ /n\
Remark. Let Text ·= 0  %extti\ be the weighted orthogonal sum of the spaces Hext. The space

n=0
T ext is called an extended Fock space. This space has important applications in the "Levy analy­
sis", see, e.g., [22,4]. The foregoing theorem states that there exists an isometrical isomorphism 
between Text and (L2), this isomorphism is described by (11).

One more generalization of the CRP is proposed by D. Nualart and W. Schoutens [24] (see 
also [29]). Now one decomposes F Є (L2) in a series of repeated stochastic integrals from 
nonrandom functions with respect to special random processes generated by a cMldg version 
of L. Here we describe a modification of this approach offered by E.W. Lytvynov [22]. Let

p„(x) :=  xn +  аП:П_іХп- 1 Η---- +  апЛх, an/j Є R, / Є {1 ,..., n -  1}, n Є N , (14)

be orthogonal in L2(R, v) polynomials, i.e., for n,m Є N , η φ  m, f R pn(x)pm(x)v(dx) =  0. For 
n Є N  we define random measures γ (η> (Δ ) on B (R +) by setting

γ(")(Δ) := [  l A(u)pn(x)N (du,dx) =  I i ( l Apn). (15)
,/R+ x R

Note that the random processes (y/1̂ =  Lt) from [24] are connected with the measures 
Υ(”)(Δ ) as follows: Y ^  — Y ^ ([0 rt}).

Proposition. ([22]) For each n Є N  and Є T>®n we have

. (Qm  у  __________ ^ __________
k,lj,Sj£bi: j=\,...,k, /1 > / 2 > - > / t , S l ·  ‘ '  ‘  S k ' ( h ' ) Sl ‘  - '  { k ' - ) Sk 

h s\ +  ' " + lksk = n

/mSl+...+S[. / ^  ( u \ ,  · · · / u b  · · · / WSl, . . . ,  WSl, . . . ,  MSl4---- . . . ,  U$l-1----------hsj.)
J R 1 K 4------v----- * 4-------v-------'  >----------------v---------------- /

h h k
xy(^)(du\) · · · Y {h\ d u Sl) ■ ■ ■ Y{,k\ d u Sl+...+Sk).

(16)

One can show that formulas (16) hold true for /(") Є therefore substituting (16) in 
(11) one obtains a variant of the Nualart-Schoutens decomposition for F є (L2). Moreover,

(n)substituting (16) in (10) one can obtain the explicit formulas for the scalar products in n exl. 
Namely, for f n Є L2(Λ ® v)®n, n Є N , denote by [fn]Sym the orthogonal projection of /„ onto 
L2(A 0  v)®n (i.e., roughly speaking, the symmetrization of f n(-1, · ι ; ...; ·η, ·η ) by pairs of ar­



guments (-і, · ι ) ,  (-2, *2) etc.). Further, denote by || · ||v the norm in L2(1R, v). Since (see (15))

f  s __|_s f  ̂  ̂(«1/ · · · / ^1/ · · · / —  +St, . . . ,  us,+...+sk)Y{h)(du\) ■ ■ ■ УЛ ) (duei+...+8k)
J R ’ * 4-------v-------'  '------------------- ^-------------------/

h lk

=  j  ̂(u\,. . ., U\,. . ., USi~(--------------------------------------------------------------i-sj./· · · / Wgj-f----\-Sk)pî  (x\ ) · · · pik (XsiH-hsk)
J ( R + x R ) s i + - + s k  ' --------- ·/---------'  '-------------------------„ ------------------------'  ( \ 7 \

h Ik [u>

xN(dui,dx\) ■ ■ ■ N(duSl+...+Sk,dxSl+...+sk)

=  isi4-----\~sk ( \f̂   ̂( jl/ · · · '  '1/ ■ · · / JsiH-----hŝ / · · · / 'si-I-----\rSk)Ph ( * l )  ’ ’ ' Pijfc(*sH----- ŝk)] sym)'

h " x  '

the next statement from (9) follows.

Proposition. ([22]) For f^n\ g ^  Є V®n, n Є N , we have

(/“' - Λ *  = Σ  ; ^ ( ^ Г " ' ( ^ Г
U ;-,s;-€N : /=1.... k, /ι>/2 > " ·> / * ,  I '  ! ·  * '

I jS - jH ------- \-]kSk — n

v I si+...+ŝ  /(и)(м і,..., Wi,..., MSl, ..., wSl, ..., MSl+...+Sjt, ..., »s1+...+sJ  (18)

X'

m+

§  («1/ · · · / Ml/ · · · / Mgj, . . . , · · · / Ms|-|----hŜ / · · · / ^S\~I------------ l·S|ζS)dU■\ ’ * * (Іи$і~\----hSfc*

h h h

In particular, for n =  1 (/(1),g (1)) ext =  (/(1),g (1)); in the case n =  2 we have ( f (2), g {2))ext =  

(/(2)/£(2)) +  4 ^ JR+fW(u,u)gW(u,u)du;  in general (f^n\ g ^ ) ext =  ( f {nKg{n)) -t---- ·

As is easy to see, formulas (18) hold true for f^n\ g ^  Є Ή^}.
It follows from (18) that =  Ή =  L2(R+): by (14) pi(x) =  x and therefore by (3)

llpillv =  i; (19)
— (n\ 

and for n Є N \ {1 } one can identify Ή®" with the proper subspace of 7i yex’t that consists of
"vanishing on diagonals" elements (i.e., /W (u\,. . . ,  un) =  0 if there exist k, j Є {1 ,..., n} such 
that k Ф j  but uk =  i i j ) . In this sense the space is an extension ofH®n (this explains why 

we used the subindex ext in the designations Ή:,"/, ( · , -)ext and | · \ext). (As a consequence, the
OO —

extended Fock space Text is an extension of the Fock space 0  U m n\.)
n=0

Remark. A random process L of form (1) is a Poisson one if  its Levy measure ν (Δ ) =  δχ (Δ ), i.e., 
ifv  is a point mass at 1. This measure does not satisfy the conditions accepted in this paper, 
nevertheless, the next statements are fulfilled.

1) ltd decomposition (7) holds true and can be interpreted as the "classical" CRP: now we 
have fn (u\, xi Un, Xn) =  /(п) ( « і,  · · · ,  un)x i · · · xn and (see (l ) j

Ш п )  =  т Г Г  Γ Ί  ■ ■ ■ Г  f  /<»>(«!......un) X l . . . Xn
Jo JR  Jo J R Jo  J  R

xN(du\,dxi) ■ ■ · N(dun,dxn) (20)

2) Decomposition (11) holds true, now : (o®n,f{n)) f(n) є ^ ( ” ) _  ■^®«/ n ςζ ^ +/ are the
generalized Charlier polynomials that can be identified with repeated stochastic integrals (20).

3) The original Nualart-Schoutens decomposition [24] (see also [29,10, 9]) holds true, now 
= L a n d Y  W = 0  i f  I >  1.

4) Polynomials (14) are not uniquely defined ifn  > 2; nevertheless, for any "version" of pn, 
η > 1, we have \\pn\\v — 0. Therefore one still can define "versions" of the random measures 
У1" 1 (Δ ), but representations (16) takes now the form

. / (» ) („ , ...... u„)YW(dUl) ■ ■ ■ У№ (* ,„ )

=  n \ f  [  · · · /  f^n\ u 1, . . . , u n) Y ^ ( d i i 1) - - - Y w (dun)
Jo Jo Jo

f oo f U „  r u 2 , ,

=  n [ Jo Jo Jo (u' i ' - - - ' un)dLu1 ---dLun

(all another integrals from (16) are equal to zero in (L2)).
5) Formula (18) becomes

( f W , g W ) ext =  J^n f ^ ( u 1/. . . ,un) g ^ ( u 1/. . . ,un)du1 ■ · ■dun =  (f {n),g (n)),

and this is natural because now =  'H n.

Finally we establish the following statement (cf. [2]).

Proposition. The kernels f n Є L2(λ ® ν )Λη, n Є IN, from ltd decomposition (7) for F Є (L2), 
can be presented in the form

f ( .  . . .  \ _  (bsi 4------ l· /frSfc)!
У n vl/*1/ ···/'«/ ·η; — / ,

k,lj,Sj€bl·. j=l,...,k, / !> ·■ ■ > / * ., S l '  '  '  '  S f c - ( ^ l ' ) S l  '  '  '  0к 'У к

sx +  - - + s k = n

X  ------ t-/jtSjfc) / . . . .  . . . \
л  L/ v ^ ^  ' ' ' '  si ' ' '  · '  sj / · · · nj

h 1\ k 

χ Ρ ιΛ · ι ) · · · Ρ ι Λ · * ι ) · · · Ρ ιΛ ·η ) } .

(21)

i sym

(the equality in L2(A @ v)®n), where f  ̂  Є А: Є N , are the kernels from decomposition 
(11) for F.

Proof. Formally one can obtain (21) by direct calculation with use (7), (6 ), (11), (16) and (17), but 
we have to show that the series in the right hand side of (21) converges in L2(A ® v )® n and can 
be integrated term by term by N(dui,dxi)  ■ ■ ■ N(dun,dxn). Fix n Є N  and for M Є N  set



It follows from the Nualart-Schoutens decomposition for F and (15) that

3 (L2) — lim / SM(ui,xi ; . . . ;un,Xn)N(dui,dxi ) - - -N(du„,dXn)
M —>oo J ( R + x R ) "

y 1 (̂ 1̂ 1 ■+■■·'+
« „ m i - f a t » ι ! · · ·* ί ! ( 'ιΟ » · ·· · (< » !) ' ·

S| H---- hSĵ  = H

X  [  l f ( h s \ + - + k s k) ( M l / . . . ,  W l / . . . ,  M . . . ,  M . . . ,  u „ , . . . ,  u n )

./(R+xR)" 4-*------- ' 4------- v------- ' 4------- v------- '
/l /l lk

хр/Д*і) · · · Р/г(*8і) · · · Р/к(*я)]дутЙ (гіи і,іхі) · · · N(du„,dx,,).

Further, since (/ (R+xR)n Sm(mi/^i;· · · ; u„,Xn)N(dui,dxi) ■ ■ ■ N(dun,dx„) j  ^  is a Cauchy

sequence in (L2), by (6) and (9) (Sm)M£N is a Cauchy sequence in the space L2(A 0 v)®", 
therefore

з l 2(a 0  i') " -  lim Sm (-i,*i;·■■',·η,·η) =  Soo(-bei ; · · · ; ·η,·η)M—>oo
v -1 (^ si +  · · · +  /fcSyt)!

>■■>!, gl'·· ■ ·«»!№ !)" ·■■('»!)“
-i-- (-ŝ=w

у  Γ ------ ^Jts/c) ( . . .  . e . ,  . . )A Vv 1 / · *̂· / 1 / · · · / S| / · · · / Sj / · · · / v n' ' ' nJ

h h 'k 

X P h M  ■ · · Ρ / , Κ )  · · · Р і* (* я )]8ут·

Again by (6) and (9)

I (Soo(^1/ ̂ 1, · · ·, Xn) ^м(^1/ ̂ 1/ · ■ * / ^ii))
JfR+xR)"'(R+xR)n

2
xN(du\,dx\) ■ ■ ■ N(dun,dx„)

therefore f(R+x]R)„ Soo(wi,-ti; ·. . ;u„,x„)N(dui,dxi )  ■ ■ ■ N(dun,dx„) can be calculated term by 
term, thus the statement of the proposition is proved. □

More information about described above generalizations of the CRP and about the inter­
connection between them is given in [22, 2, 30]. Of course, another generalizations of the CRP 
are also possible, see, e.g., [10, 9] for a corresponding example.

2 Ex t e n d e d  s t o c h a s t ic  in t e g r a l s

2.1 Constructions and some properties of extended stochastic integrals

Let λ ί  be a family of all sets О Є C ( V )  such that μ(0)  =  0 (we recall that the u-algebra 
C { V )  is augmented with respect to μ); T t =  cr(Lu : u <  t) be the cr-algebra generated by the 
random process L up to a moment of time t; Tt П T u UA/". Then (J ’f)ieR+ is a flow of

u>t
σ-algebras. It folows from the definition of L, its representation in the form Lt =  (°, l[o,t))' 
and (13) that L is a locally square integrable random process with orthogonal independent increments.

Therefore L is a martingale with respect to the flow (Tt)teR+ with a Doob-Meyer decomposi­
tion L2 =  mt +  A t, t Є IR-t-, where m is an .Ff-martingale and A is an increasing nonran­
dom function [12]. One can easily show that now At — t, thus, L is a locally square integrable 
normal Tt-martingale. Therefore one can consider the It6 stochastic integral with respect to L 
Jr+ ° ( u)dL„ : (L2) 0  Ή —» (L2) with the domain

domf f  o(u)dLu\ =  {F  Є (L2) 0  Ή : F is adapted with respect to {Tt)teu+ } ·  (22)
' JIR+ '

But since the class of J-radapted functions is a comparatively narrow subset of (L2) 0  Ή, 
it is natural to try to extend the notion of a stochastic integral to a more wide class of elements 
from (L2) 0  Ή. An idea of such an extension can be the following. Let F Є (L2) 0  Ή. Then by 
(7) F can be presented in the form

00
H-)  =  E  Ш п Л  fn, є L2(A 0  v ) · 0  U.  (23)

n= 0

Since the integration by the random measure (see (15)) is an extension of the integration 
in the Ito sense by the L6vy process L (Lt =  Y^'QO, f])), and since by (15), (6 )

I In( fn,u)YW ( d u ) = [  In(fn/U)xN(du,dx)
■Zr+ ./R+xR

=  / fn,u {щ, X i ; · · · ;  Un> x„ )xN (dui, dxx) - - - N  (du„ , dx„)N(du, dx)
./(R+xR)"+1

=  / [ f „ A ui>xi;---' ,Un,Xn)x]<;umN(dui,dx1) ■ ■ ■ N(dun,dx„)N(du,dx)
R+xR)"+1 sym

=  In+l(fn ),

where f n := [/«,.(■ і, · ι ; ...; ·η, ·«)·]«!/"* e L2(A 0  v)m + l , it is natural to define an extended 
stochastic integral fR F(u)dLu Є (L2) by setting (cf. [10])

«  OO

/ F(u)dLu := £  I„+1(f„). (24)
“'R+ «=0

The domain of this integral, i.e., of the operator JR+ o(u)dLu : (L2) 0  Ή. —> (L2), consists of 
F Є (L2) 0  Ή such that (see (8))

i r ~ 2 л
II ,/r+ F (“ )dL“ ll(L2) =  + 1) W 2L*(A®v)^ < “ · <25>

Let t\,t2 Є [0, +oo], ti < t2. We define an extended stochastic integral J 2̂ o[u)dLu : (L2) 0  
Ή. —> (L2) by setting

£  o(u)dLu :=J^  o(u) l [ tlih) (u)dLUl (26)

i.e., instead of F Є (L2) 0  Ή we integrate the element F ljfl ^  Є (L2) 0  Ή. The domain of 
integral (26) depends on t\ and t2'· now the kernels in estimate (25) depend on fi and t2. Note 
that by analogy with (26) one can define an extended stochastic integral fA o(u)dLu : (L2) 0  
Ή —» (L2) for any Borel set Δ C R +: it is necessary to use Ід instead of 1 [tbt2y 

The next statement follows directly from results of [10] (see also [9]).



Theorem. Let F Є (L2) 0  Ή be integrable by ltd (i.e., F satisfies (22)). Then for any ti, t2 Є
[0, +oo], ti < t2, F is integrable in the extended sense and

[ t2F(u)dLu =  f '  F(u)dLu. (27)
J t \  J t i

Remark. For convenience of a reader we describe an idea of a proof of this very important 
theorem. In the first place, by the Nualart-Schoutens decomposition one can show that for an 
integrable by ltd function F the kernels n Є N , from decomposition (23) satisfy equalities

fn,·  ( ' 1 /  *1 ' / · ■· ' /  ' n/  9 n )  —  fn, ·  ( ' 1 /  *1 / · · · / ’ «/  ·η )1 [ 0 ,·) "  ( ' 1 /  · ■ · '  ' n ) ·

Since under this conditions fR+In(fn,u)Y^(du)  =  In( fn,u)dLu, n Є Z +/ equality (27) 
follows directly from the construction of the extended stochastic integral. In the second place, 
since L is a normal martingale, for F satisfying (22) we have

(L2)

therefore condition (25) forF l[fbf2) is fulfilled.

Another idea of an extension of the ltd stochastic integral is based on term by term integra­
tion by У (l\du) of the Nualart-Schoutens decomposition for F Є (L2) 0  Ή. Namely, by (11) 
and (16) we have

F(.) =  +  Y  у  ____________— ____________
h \  j= b x  h>->ik, si ! ' ■ ‘ skKh'-)Sl ' · ■ (k'-Yk

hsl+'"+lksk-n

L s , +  - + s k  f - n )  ( “ 1/ · · · '  U V  ■ ■ · / u s  l + - + S k ,  ■ ■ · ,  U S l + . . . + S k )  ^2 8
J R .1 K --------v -------- 4---------------------- ------------------------'

X

xY (,l)(rf!<i) · · · Ŷ lk\duSl+...+Sk), f [n) Є 745 ® 

therefore it is natural to define an extended stochastic integral f R F(u)dLu Є (L2) by setting

/R- F(u)dLu -  J  fi^dLu-l· Σ  Σ  s \. . . s,\(L\)sl . . .n\\sk
•7R + n = l  W;-,syeN: ;,> ···>ί^ &1* V‘ fc·/

,lsl + "'+,)csJc = '!

X L,+...+Si+1 f u ] ( « 1/ ■ ■ w My · · ·, MSl+...+Sit/ ■. ·, MSl+ -+ St) U '')
JR+‘ * ---- V----  4------------ ч/------------ /

xY (/l)(d »i) · · ■ Y (/̂ (iiiiSl+...+sj Y (1) (du). 

In order to describe the domain of this integral, denote

Then the domain of f R o(u)dLu : (L2) 0  Ή (L2) consists of F є (L2) 0  Ή such that

f  F(u)dL„ 2 =  f  \fl0)\2clu
J R+ (L2) JR+

Σ  Σ
7 2 = 1  krlj,Sj£lN: j = l f...,k, / j>--->lj(f 

/1s1+---+/j.sjfc=n

я! r IIp /i 1l/\2s! Г іір/Лл

si ! ’ ' ’ sfc!  ̂ /i! / 1 lk \ )
(30)

X J Rsl+-+sk+i \fl,s ( v̂ l/ · —  / ц1/ · · ·, HstH----hst/ · · · / MsiH----h y  И

h

xdu\ ■ ■ ■ duSl~\— \-skdu < oo,

the representation for || JR  ̂F(M)dLM||^ can be obtained by direct calculation with use (15), 

(6), (9), (19) and the orthogonality of polynomials (14) in L2(R, v), see also Lemma 4.1 in [22].

Theorem. The extended stochastic integrals j R o(u)dLu and f R o(u)dLu, given by (24) and 
(29) respectively, coincide.

Proof By definition, for F Є (L2) 0  Ή, F(u)dLu is the result of term by term integration of 

Ito decomposition (23) for F by YW (du); and f R F(u)dLu is the result of term by term integra­

tion of Nualart-Schoutens decomposition (28) for F by Y^(du) ,  if the results of such integra­
tion belong to (L2). Therefore it is sufficient to show that for each n Є N  fR In(fn,u)Y^ {du) 

is the result of term by term integration of decomposition (28) for In(fn,·) by Y^(du) .
Fix n Є N. By (the proof of) (21), (6) and (15) decomposition (28) for In (fn,·) can be pre­

sented in the form

(l\S\ +  · · ■ +  ZfcSfc)!

x
L

Л .  Sll ■ · · !)! ’ ■ ■ ■ W-T>
s-j H-----\-s^=n

c-(/iS1H h lksk)

(R + x R )n I f K  ■ у  i · · · / ,  · · ■ , M s ]  /  · · · r J h i  /  · · · ,  М и )

/l /i

(31)

χ Ρΐλ(χι )  ■ ■ ■ P h M  ■ ■ ■ Pik(xn)]symN(du\,dx\) · · · N(dun,dxn).
For M € N  set

Sm ( ' і / · ΐ / · · · / 'n/ · « /  ■) ;==
k,lj,Sj£N :  M > / j > · · · > / £ ,

i>| H---- |-Ŝ  = W

(/iSi H---- +  /fcŜ )!
si! - - - sfc!(Zi!)si - - - (/jfc!)s*

[/■'
(/iSi-Ι---b/fcSfc)4-1 -1 · ■ · · 'IV 1/ · · · / 1/ · · · / Si r ■ ■ ■ ! Si / · ■ · / / ! / · · · /  Π /

4--- ------ ' j ---v----> 4----v----
11 h

x P/t (* i) Ph (*si) · ’ · Р/Дв«)] sym e L 2(A 0  y)®'1 0  Ή. 

Then by (6 ), (9) and (3)

{ f n , u { u \ , x \ · , . . . · , u n , x n )  - S m ( m i , ^ i ; · · · ; « ) )

2
I (R+ xR ) ',+1

xN(dui,dx\) ■ ■ ■ N (dun,dx„)xN(du,dx) 

|2
(̂ 2)
2-  (n +  l)!||/„ [SM«]sym||L2(A0l/)§„+i < (я +  1)!||/и,- -  SM||L2(Aei/)s«sH 0,



therefore

/ Sm (u\,*i; · ■ ■'run,xn', u) )N(dui ,dxi )  ■ ■ ■ N  (dun, dxn)xN (du, dx)
7(Κ+χΚ)',+1

-> / /n « (μ ι ,* ι ; .. .■run,x,i)N(dui,dx\) · · · N(dun,dxn)xN(du,dx)
Μ —>·οο i ( R + X |R)"+l

=  f  In(fn,u)Y{1) (du)
JR+

in (L2) (see (6), (15)). But by construction

/ Sm ( u-i , x-[; . . . ;  un, xn; u)) N  (du-ι, dx-i) ■ ■ ■ N (dun, dxn)xN (du, dx)
J ( R + x  R )',+1

tends in (L2) to the result of term by term integration of the right hand side of (31) by Yt l) (du) 
as M  —> oo, thus the necessary statement is obtained.

Finally, the domains of integrals (24) and (29) coincide because both these domains are 
given by the condition: the result of integration is an element of (L2), see (25) and (30). □

By analogy with (26) for t\, t2 Є [0, +oo], t\ < t2, set

[  o(u)dLu := f  o(u)^[tbt2) (u)dL„, (32)
J  t\ J  R +

then Jtfz o(u)dLu — f[ 2 o(u)dLu. In what follows, we denote integrals (24), (29) by /R+ o(u)dLu, 

integrals (26) and (32) by fj* o(u)dLu.

Remark. Let F Є (L2) Θ Ή be such that the kernels from decomposition (28) Є Ή®η ® 
Ή C FC 'll ® H (the inclusion in the generalized sense described above), n Є N , i.e., all f : 11̂ 
"vanish on diagonals". In this case (28) has a form

OO r.

F (·) =  /(0) +  Σ  f  ( “ ь · · · ' w«)y(1)(dw0  · · ■ y(1)(dun)
n=l^R+

=  ґ  +  E  »! Г  Г - Г / (Я)(«1...... » n ) d L U l- d L Un;

(23) reduces by (31) to

f (- )  =  /o,+ E  І  /іп\иг, ... ,u„)xi ■ ■ ■ xnN(dui,dxx) ■ ■ ■ N(du„,dx„)
, ^ Λ κ + x R )"

oo /.
=  /о, +  E  / /· (w i,...,M „)y(1) (d u i) · · · Yw (dun)

n = l  ■ 'R +

(see (14) and (15)j; and the extended stochastic integral can be constructed as in the Poisson 
analysis: by (24)

(33)

/R,
F(u)dL„

U V  r-

E  / · · · ,  u n + i ) * i  · - · x n+ \ N ( d u i , d x i )  ■ ■ ■ N ( d u n + i , d x n + \) m \
“ 0 7 (R + xR )"+ i v ’

where f · '1) Є W n+l C Ή ^ 1\ n Є Z +/ are the symmetrizations of f : n> by all arguments 

(more exactly, the projections of Є ΉΡη ® Ή onto Ή®η+λ).

Finally, by (11) any F Є (L2) ® Ή can be uniquely presented in the form

OO

F(·) = Ε  : <°®"//-(и)> v ґ  є η [ ηχ] ® η, (35)
)z=0

therefore it is natural to construct an extended stochastic integral that is based on this decom­
position and correlated with the structure of the spaces Ή.[ηχ1. In the case when L is a process 
of Meixner type (e.g., [22]), such an integral is constructed and studied in [17]. The idea of its 
construction is the following. Let at first the kernels from (35) f! 'l> Є Ή®η ® H  C Ή[!χ1 Θ Ή, 
η Є Ζ+. Then by (16) decomposition (35) reduces to (33) and the extended stochastic integral 
can be defined by (34) that now can be written in the form

/. OO

/ F(u)dLu =  £  :(o®',+1,/W ):, Є H®"+1. (36)
■ 'K +  / 7 = 0

Of course, general elements of Ή[ηχ\ ® Ή can not be projected onto 1'; nevertheless, by
/.■”'* Є н [ пх\ ® Ή. one can construct kernels Є that can be used in order to define
the extended stochastic integral by (36). For a L6vy process L that we consider in this paper, the 
situation is quite analogous. Namely, let f : n] Є 'Н.Щ ® 7ί, n Є N. We select a representative (a 
function) Є f '  n) such that

’(n)f u (ui , ..., un) =  0 if for some k Є {1 , . . . ,n } u — щ. (37)

Let /(") be the symmetrization of by n +  1 variables. Define ^  Є as equiva­
lence class in generated by f ( n\

Lemma. For each Є Ή^χ\ ® Ή, n Є N , the element Є Ήι:,”ί+1) is well-definite (in 
particular, does not depend on a choice of a representative f (:n> Є satisfying (37)) and

= l/ ”1

Proof. Let ^  Є ®T-L,n Є N , and /.!n 1 Є f'.n) be a representative of/.(,!) satisfying (37). 

Without loss of generality we can assume that f i n\ · i s  a symmetric function by the 
arguments -i,..., therefore

f (n) (u\,. . . ,  Un, u) =  f l n)( u i , u n)

+fu„ (w, M l,. . . ,  M „ - i )  +  · · ■ +  №  (u2, . . . ,  u „, u )

(39)

Denote /(”) ( « ! , ...,m„,m) := fu (u\, ■ · · ,un). Using (18) and the well-known inequality



<  P E f, 1 N 2 we obtain

l/(n)l«i = E
k,lj,SjeN·. lx> - >lk,

l 1s l + - - - + l k sk = n + l

(« +1)! Îlp/,ll^2si f\\pikWv\2Sk
sx! · · - sfc!V hi ) v /fc! j

X f R4 +-+sk 1/ (я)( мі/ · · · / »1/ ■ · · / M si+-+st/ · у  / Usx+ - + s k) \2d u i  ■ ■ - d u Sl+ ...+sk

h

< Σ
U j,s ( e N :  j = l .... k,  l j > · · ·

/is 1 +  --+/|tsk= n + l

f\\Ph llv>,2si (WvhW 2sk n + 1

V /j! J V lk\ ) (tt +  1)2

[ , , I / ' 0 (mi, . . . ,  Mi, . . . ,  WSl-|----- \-sk ,  ■ - ■, WS)H--hsk)\2du\ ■ ■ ■ du$l-\-------fs*
J R ,1 k ----- v---- ' '------------- -̂----------- '

h Ik

[ , i \f{n) (Msj4--------- 4-s*/ wl/ · · · / u\t ■ ■ · / -fs*r · · · / Wsj-f------Не*)! dll\ ■ · ■ duSx~\-f S(.
м Т  k "— -—  '------------ ------------- h lk-1

[  |/(n ) ( « I , . . . , U\ , . . . ,  U Sl4-----μ5̂ , . . . ,  U Sl4---f S)t, U i )| 2d w i  ■ · · d ttS lH--------- fs/t
./r!T * 4---- v---- / ------------- „------------ '

+  · · ·  +
/1-І

(arguments over are absent). It follows from (37) that if lk >  1 then all terms in square
o

brackets [· · ■ ] are equal to zero; and if lk — 1 then for a fixed collection k, I ,  s. all nonzero terms 
in square brackets [· · · ] coincide and the quantity of such terms is equal to sk. Therefore we 
can continue our calculation as follows:

l/ w iL i E
,SjSN: j = l , . . . , k ,  J j> ···  

/jSjH-----f - (s ^ - l )= n

tt! fllp/іІИ 2s' (WvhJ j 1/ \ 2s/t-i

si! —  sjfc-i!(sjk — 1)!'I l\\ ) \ //t—1! /

x / ,+  + „  \ f t n \ u i , . . . / U b . . . r Us + . . .+ s  + b . . . , U s l + . . . + s k )\2 d U i - - - d U s 1 + . . . + sk
JrT  k — *— "

k',I'­

ll

l'A+-+l'k's'ki-n

/1 \pi[ llv\2si , lift;, 11,4
V /'! J і  ([,! і

X ^ 5/+...+ψ+1 I/i/0 ( »1 ; · -  / « V  · · · / Ms>+ .-+s^/ · · -  Ms/1+ - + s '/) l 2rfMl · · · dus[+-+s'kldu

11 1

= \ f ( n ) \ 2

(here we used (19)), hence generates an equivalence class f (n> Є Ή^ +1 and estimate (38) 
is fulfilled.

Let g(:n) Є be another representative of f. with property (37), g{nl be the correspond­

ing element of НІ,"f+1). Then, obviously, h[n) := /.(" ) -  Є 0 Є ?4”f ® Ή satisfies (37) and 

the corresponding to Іі{п) element of h'W =  /W -  £<я) =  0 by (38). So, /W does not

depend on a choice of a representative /.^ Є f {n). □

For F Є (L2) ® Ή we define an extended stochastic integral JR F(u)5Lu Є (L2) by setting

/. OO

F(u)iLu :=  E  : /<"> Є (40)
•/R+ „ =n

where /f0) := Є Ή, =  Ή^χΙ, and f^n\ n Є N , are constructed by the kernels f!~n> Є 

® Ή from decomposition (35) for F. The domain of this integral, i.e., of the operator
Jr+ ° ( « №  : (T2) <S> Ή —> (L2), consists of F Є (L2) ® Ή such that (see (12))

2 00
L  F(-u)SL“ „ 2-, =  E ( " + i ) !| / w i l < ~ ·  < « )^R+ і*- ) n=Q

Theorem. The extended stochastic integrals f R o(u)dLu and fR o(u)6LU/ given by (29) and 
(40) respectively coincide.

Proof. Let at first F (·) =  : (о®”,/.(n)) : є (L2) ® Ή, /(и) Є Ή["ί ® ^  n e N · UsinS (40)/ (16)/ 
the construction of the kernel /W Є (in particular, (39)) and (29) we obtain

f  F(u)5Lu =  : (o®"+1,_/^")); =  £
IR4- l· I ■ c .СІМ. 1 1

(n + 1 )!

x

Wy,Sy6]N: j = l , . . . , k ,  Іг > - - - > І к , S 1 ‘ ' ' ‘ S f e - ( ^ l - ) S l ' '  '  U k * ) Sk  

l-l s-l +  ~ + l k sk  =  n + 1

J ŝi +—+skf  ( “ b · — / Ml/ · · · / H---hŝ/ · · · / MsH---hŜ)

'1  V l k  '

x Y (/l)(rfM1) - - -Y (/*) (iiuSl+...+Sjt)

y- 1 _________________ » ! ( «  +  l)Sfc_________________
J/¥N: ,·=ά./!>...>/*-!. S1! · · -  l)!sfc(/i!)si · · · (/fc_1!)ŝ -i(n + 1)

j Rsl +-+(sk-1)+1 /«  ( “ 1, · у  / UV · · · / WSl4--- ^ _ г+ і , . . ., USl4--- ^(Sfc_ i) )

h
x YM(dux) ■ ■ ■ Y ^ (d uSl+^ +i4 _ t) )YW(du)

= f :(°®”,/i")):V,1|(rfn) = f F(u)dLu.Jr+ Jr+
In a general case the result follows from the obtained equality, (40) and (29); the domains 

of integrals (29) and (40) coincide because both these domains are given by the condition: the 
result of integration is an element of (L2), see (30) and (41). □

By analogy with (26), (32) for t\, t2 Є [0, + 00], t\ < t2, set

I 2 F(u)6Lu := I  F (u ) l [tlA2) (u)SLUl (42)
J t\ </R+

then f f*F(u)0Lu =  J^F(u)dLu. In what follows, we denote integrals (40) and (42) by 

JR+ F{u)dLu and f^2 F(u)dLu respectively. Of course, the domain of integral (42) depends 

on t\ and t2 and can be described by (41), where the kernels f^n\ n Є Z+, are replaces by the 
k e r n e l s Є Ή ^+1) constructed with use of F (-)ljfbf2)(·) instead of F(·).



Remark. Since integrals (32) and (42) coincide with the extended stochastic integral (26), these 
integrals are extensions of the ltd stochastic integral. Note that for integral (42) this fact can be 
proved bv analogy with the corresponding proof in the "Meixner analysis" [17] (see also [19]) 
with using results of [4].

2.2 A Hida stochastic derivative and its interconnection with the extended stochastic inte­
gral

As is well known, in the "Poisson analysis" the extended stochastic integral is the conjugate 
operator of the Hida stochastic derivative. In the "Meixner analysis" the situation is analogous 
[17]. Now we will show that this result holds true in the "L6vy analysis".

In order to define a stochastic derivative on (L2) we need some preparation. Let gtn> Є 'Н\!Ц, 
n Є N, g^> Є be a representative of g(nh We consider g ^ ( - ) ,  i.e., separate one argument 

of gin), and define g{"H·)  Є ® % as the equivalence class in ® ^  generated by

g(n)(·)·

Lemma. For each g(") Є ‘Н[пх\, n Є N , the element g inH·) Є Ή^χ] ^ <8> Ή is well-definite (in 
particular· g{n)(·) does not depend on a choice of a representative g (») ς g(n)) and

ls(")('>l<r"®w £ l* l")|“ '· (43)

Proof. Without loss of generality we can assume that gW  is a symmetric function, therefore 
one can separate the last argument. Using (18) and (19) one can write

lg(«)|2 1 =  |^(")|21 =  η· / II P/i ІІг/ \251 {\\VhWv\2s*

X
J . +--Μ»

k,lj,Sj€N :  j=l,...,k, / ^ > · · · > / ^ >  1 ,  

l \ S i + - + l k  sk = n

n\ /ІІР/,ІІіл281 /

./!>->/*. Sl! 
sk=n

skl\ hi J \

----hS;·/• · · / U si+—+sk)\2du\ ■■■d

n\ (

h

II Ph ІІЛ 251 iWPkWvy
1 \.-.sk\\ h l )  I lk\ )

X

L

···+ l k

/  Sl+...+s. \g{n)(ui,···  , U\, . . . ,  USl+...+sk> · ■ ■, Usi-i-----\-sk)\2dU\ ■ ■ ■ duSx-\---- \-sk
K "---- v/---- ' 4------------ v------------/

h

+ Σ
k,lj,Sj€N :  j=\,...,k,

/1s14-----t-;jt_ 1sJ. _ 1 +  (sJ. - l ) = n - l

(n — 1 )ln f\\Ph\\^ 2sx (̂\\PhJ\v\
!, s i! · - ■ sjt_i!(sfc -  l)!sjt K h i > { lk_ i! )

X JRs1+-+(sk-i)+\ I (̂,I) ( “ !'■ · · · ' MSi+··-+st_i+l/ · · · / MSiH----h(sfc—1)' u)
h

x du.\ · · ■ duSl+..Msk_1}du >  |£(η)(·)|2 ( „ - ! ) _  -  ls{,l)(·)!2 (»-i)

|2

because n > Sfc, hence g·'1’ (·) generates an equivalence class g(-n> (·) Є FLgXt ^ ® Ή and estimate 
(43) is fulfilled.

Let /(”) Є g{'n- be another representative of ĝ n\ f ("4 ' )  be the corresponding element of 
® Ή. Then hin} := g{n) — Є 0 Є Ή '̂χ1 and the corresponding to hin> element of

W-lxt ® H h ^ ( · )  — g(n\· )  — /(”)(·) =0by(43). So, ĝ n\ ·) does not depend on a choice of a 
representative gM  Є g ^ . □

Remark. Note that in spite of estimate (43) the space Ή-[ηχ], n Є N \ {1 }, can not be considered 

as a subspace of 7igXt ^ ® Ή because different elements οίΤί [χ] can coincide as elements of

f e w .

Let t\, t2 Є [0, +oo], t\ < t2. We define a Hida stochastic derivative l |(l,,2) (- )a .G € (L2)® W  
for G Є (L2) by setting

CO

:= Е(п + 1):(о®”,^"+1>(-)1[,„,г)(·)):, (44)
n=0

where g(n+V e Ή [ηχ^1\ n Є Z+, are the kernels from decomposition (11) for G, in point as
(tl)

elements of Ήεχ[ ® Ή. The domain of this derivative, i.e., of the operator : (L ) - f
(L ·) ® Ή, consists of G Є (L2) such that

OO

=  Σ >  4 - 1 ) ! ( "  +  1 ) Ι ? (" +1 )( · )1[„ ,« ( · ) ! ? . „ , „ „  <  °°· (45)
/1=0 next®n

Theorem. For arbitrary t\,t2 Є [0, +oo], t\ < t2/the extended stochastic integral ) t2 o(u)dLu : 
(L2) —> ( L2) and the Hida stochastic derivative 1 [tbt2)(')d- ■ (L2) —> ( L2) ® Ή are conju­
gated one to another:

J t °(u)dLu =  (l[f1/f2)(-)c)·)*0/ ljti/t2)(-)d. — ^  odL̂ J . (46)

In particular, f f 2 o(u)dLu and l[fl,f2)(·)^· are closed operators.

Proof. First we note that the operators (Ι^ ,^Ο )^ ·)* and ( [ ‘2 odL)* are well-definite because 

the domains of l[tut2) (')^· and f 2̂ o(u)dL„ are dense sets in the corresponding spaces. Further, 

let us show that for F Є dom( Jf 2 o(u)dLu) and G Є dom(l[fl/f2)(-)3.)

( f * F ( u ) d U G ) m  = (F(·), W - )a .G ) (L2)eH. (47)

By (42), (40), (11) and (13)

ϋΓ ̂ 2 \
 ̂ f i и ) і и с ) (т = χ > +

where g^n+1  ̂ e ^ Ι ΐ λ)' n Є ^+/ are the kernels from decompositions (40) and (11) for 

f t 2 F(u)dLu and G correspondingly. On the other hand, it follows from (35), (44) and (13) that

OO

( F ( 0 . 1 lh A ) ( - ) 3 - G ) ( I 4 e * = E ( » 4 - l ) i y < * ). i < * +I|( 0 1 |hA)(-) ) K(. W
n= 0 ext



where Є %\ηχ\ 0  Ή, η Є Ζ+, are the kernels from decomposition (35) for F, є

Ή[ηχ^ν), n Є Ζ+, are the kernels from decomposition (11) for G, in point as elements of

Ή[ηχ\ 0  Ή. Therefore in order to prove (47) it is sufficient to show that for each n Є Z+

The case n — 0 is trivial, so we consider the case n Є N. Let f^n\ · i , ■ ■ ■ m )  Є /· be a repre­
sentative of satisfying (37) and symmetric by the arguments ..., ·„, g (”+1) Є be

a symmetric representative of Denote/[f" t2) (ui,· · - ,u« ,w) :== /« (wi/ · · •/w«)l[f1,f2) (M) '

and let ^  be the symmetrization of f\^t2) by all arguments. Then, obviously, Є f\ ]̂t2y
Using (18) and (19) we obtain

^f[h,t2y s i n + 1 ) ) ext =  ( f l t l ]t2y g { n + 1 ) u  

_  у ,  (n + 1 ) !  / ЦP i , W v \ 2 s ' ( \\рік \\у\ 23к

к,іп ^ :^ Г х н > -> ік, h'· > V /fc! '
iisi + -+/j:sj.=n+1

x  / riSl+...+S(, f\tut->) CU 1 ' ~ ' ‘ ' U V  ’ - ' '  “ siH-----· · · / -----f s j

'i h 
Xg{n+I)(u 1, . . . ,  Ul, ..., uSl+...+Sjt, · · ■ / MSl+-+s*)d«i ■ · · duSx+...+sk

4----- V----- '  ч--------------- ^ ,
k

y-. tt! /]1p;Jv\2si /llpfjlv\2ŝ
= h .k. , S l i  - - -Sjfc! V Ζα! / v /fc! /

k,lj,Sj£N :  j=\,...,k, / і > · · · > / * ,  

/̂S|-l-- (-/̂ŝ=n-f-l

X 1 и ч+ '"+вк ̂ Мг) СЦЬ · у / Цу · · · / ttsi+---+st/ · -  / “si+ -+sj
h k

xg(”+1) (ub , My. . ., MSl+...+Sjt, ■ ■ ■, »s1+...+sJ rftti · · ■ ̂ usi-t---l-Sjfc

'1 ' k ^

+ /KSl+...+,  /[f1;l 2) (usi-f---hŝ tti,. у  , tty · · ·, ttSl-|---|_st, ■ .., t t S lH--- hSfr)
"N/*"

h lk- 1

xg(n+1)(ub ..., ux, ..., uSl+...+8k, ■■■, uSl+...+sk)dui ■ ■ ■ duSx+...+Sk
4----- v.----- '  '--------------- ^---------------/

h k

H--------- f  J  + ...+Sjt /|> ” д2) ( t t l,  · у / ц 1/ · · · / » s i + ' - + v - - > » s 1+ - + s lt> u \ )

+  / i - l  '  lk '

Xg(n+1) (« i,  · · ·, Ul, ..., MSl+...+Si, ..., ttSl+...+sJ d »i · · · duSl+...+Sk 
4------v------'  V---------------- v---------------- / J

h h

Y  _________ tt!_________ ( \\PhWi'\2s' ( \\Pik- i h \2Sk-
k,ljrS j € N :  / = 1 , J t ,  /г >  > / fc= l ,  S l ·  '  '  ’  S f c - l K S fc ~  1 ) ·  '  ^ 1 ·  '  '  ^ f c - 1 *

/1s i +  ---+/t. _ 1st _ 1 +  (si!- 1)= n

X J^ s l +-+(sk- l )+1 / [ t b f2) ( ttl/ · — / Ml/ · · · / ttSlH--- |_5(. _ г+ 1, . . . , WSl_|--- u )

xg(”+1) (« 1, ,MV ..., M8l+ ...+Sjt_1+i , . . . , Μί1+...+(βί_ι), M)dMi · · · dMSl+...+(st_1)iiM 

h

Now in order to prove equalities (46) it remains to show that the domains of the corre­
sponding operators coincide.

1) Let us show that dom ((l[fl b) (·)3.)*) =  dom( ff* o(u)dLu). By definition, F belongs to 
dom ((ljfl ί2)(·)θ. )*) if and only if F Є (L2) (g> H and

(L2) D dom(l[fl>t2)(-)3.) 3 G (F (·), l [ fl/i2)(-)9 -G)(L2)0-w 

is a linear continuous functional. By the Riesz's theorem this means that

( F ( - ) , l [htt2) (-)d-G){L2)m  =  (H,G) {L 2)

with some H Є (L2). But it follows from uniqueness of representation (11) for elements of (L2) 
and (the proof of) (47) that H =  j^2 F(u)dLUr i.e.,

F Є d om ((l[M2) (-)a.)*) « Н Є  (L2) 4Ф J *2 F(u)dLn Є (L2) F G dom( j *2 o(u)dLu 

(see (41)).
2) Let us show that dom^( fj* odL)*^j — dom (l[fl ^ ( - ) д  ). By definition, G belongs to 

dom^( J 2̂ odL)* ĵ if and only if G Є (L2) and

(L2) ® 4  D dom( o(u)dLu)  9 F h ( | 2 F(u)dLu, g )  ^

is a linear continuous functional. By the Riesz's theorem this is possible if and only if 
( Д 2 F(u)dLu, G) ̂ l2  ̂ =  (F, H )(L2)@·  ̂with some H Є (L2) ® Ή. But it follows from uniqueness 

of representation (35) for elements of (L2) 0  Ή and (the proof of) (47) that H =  
i.e.,

G Є d o m ((^ i2oifL)*) <=> H Є (12) ® П &  1 [M2)(-)d-G Є (L2) G Є dom (l[fl#f2) (-)9.)

(see (45)). □

Note that equalities (46) can be used as alternative definitions of the extended stochastic 
integral and the Hida stochastic derivative.

Remark. Equality (47) can be written in the form

2 F{u)dLu,G )  =  f  2(F(M),a„G)(£2)du =  I  “ (3£f(m), G )(L2)rfu,
'  (b  ) J  t\ J  t\

therefore it is natural to write the operator J^2 o(u)dLu formally as

rh ^ ftl .
/ o(u)dLu =  ди o (u)du 

Ju Jh



(c/. [17]), here r)Jt is the formal operator conjugated to the Hida stochastic derivative at the point 
u (ci. [27, 20]). Strongly speaking, now for fixed u Є IR+ the operators du and Θ* are not well- 
definite (e.g., for G Є (L2) d„G is not uniquely defined), but such operators can be defined on 
suitable spaces of test and generalized functions respectively; a detailed presentation will be 
given in another paper.

Let us say several words about possible simple generalizations of the results of the present 
paper. In the first place, instead of the Lebesgue measure on R + one can use a non-atomic 
measure σ  that satisfies some additional assumptions (cf. [22, 17]). In the second place, one 
can consider a complex-valued Levy process, define (L2) as the space of (classes of) complex­
valued functions, and obtain "complex versions" of results presented above (cf. [17]). In the 
third place, one can consider the operators /д o(u)dLtl and 1Λ(· jd. for any measurable Δ C iR + 
using 1Δ instead of l[tbt2) in the corresponding places. Finally, it is possible to construct and to 
study the extended stochastic integral and the Hida stochastic derivative in the case when one 
uses instead of R+ a much more general space (cf. [22]).

Remark. Since the extended stochastic integral and the Hida stochastic derivative are not 
continuous operators, it can be some problems with their applications. For example, the ltd 
stochastic integral has the following property: for any t\, ti, t$ Є [0, +oo], t\ < t2 < t̂ ,

[  o(u)dLu +  ί  o(u)dLu =  / o(u)dLu. (48)
J  t\ J  £2 J  t\

This property, in particular, plays an important role in the theory of stochastic differential 
and integral equations. Formally the extended stochastic integral also satisfies (48), but since 
the domain of this integral depends on the interval of integration, the application of (48) in 
some situations can be impossible. In the forthcoming paper we will consider the extended 
stochastic integral of form (40), (42) and the Hida stochastic derivative of form (44) as linear 
continuous operators on suitable riggings of (L2).
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Качановський M.O. Про розширені стохастичні інтеграли за процесами Леві // Карпатські мате­
матичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. — С. 256-278.

Позначимо через L процес Леві на [0, +оо). У частинних випадках, коли L —  вінерівський чи 
пуассонівський процес, будь-яку квадратично інтегровну випадкову величину можна розкла­
сти у ряд з повторних стохастичних інтегралів за L від невипадкових функцій. Ця властивість 
L, відома як властивість хаотичного розкладу (ВХР), відіграє дуже важливу роль у стохасти- 
чному аналізі. На жаль, взагалі кажучи, процес Леві не володіє ВХР.

Існують різноманітні узагальнення ВХР для процесів Леві. Зокрема, при підході Іто про­
цес Леві L розкладають у суму гауссівського процесу та стохастичного інтеграла за пуассонів- 
ською випадковою мірою, після цього використовують ВХР для обох доданків з метою отри­
мання узагальненої ВХР для L. Підхід Нуаларта та Скоутенса полягає у розкладі квадратично 
інтегровної випадкової величини у ряд з повторних стохастичних інтегралів від невипадкових 
функцій за так званими ортогоналізованими центрованими процесами степенів стрибків, ці 
процеси побудовані з використанням cidldg версії L. Підхід Литвинова заснований на ортого- 
налізації неперервних поліномів у просторі квадратично інтегровних випадкових величин.

У цій статті ми будуємо розширений стохастичний інтеграл за процесом Леві та стохасти- 
чну похідну Хіди у термінах узагальненої ВХР, запропонованої Литвиновим; встановлюємо 
деякі властивості цих операторів; та, що є найбільш важливим, показуємо, що розширені сто­
хастичні інтеграли, побудовані із застосуванням вищезгаданих узагальнень ВХР, співпадають.

Ключові слова і фрази: процес Леві, властивість хаотичного розкладу, розширений стоха­
стичний інтеграл, стохастична похідна Хіди.

Качановский Н.А. О расширенньїх стохастических интегралах по процессам Леви // Карпатские 
математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. —  С. 256-278.

Обозначим через L процесе Леви на [0, +оо). В частньїх случаях, когда L —  винеровский 
или пуассоновский процесе, любую квадратично интегрируемую случайную величину можно 
разложить в ряд из повторньїх стохастических интегралов по L от неслучайньїх функций. Зто 
свойство L, известное как свойство хаотического разложения (СХР), играет очень важную роль 
в стохастическом анализе. К сожалению, вообще говоря, процесе Леви не имеет СХР.

Существуют различньїе обобщения СХР для процессов Леви. В частности, при подходе 
Ито процесе Леви L раскладьівают в сумму гауссовского процесса и стохастического интегра- 
ла по пуассоновской случайной мере, затем используют СХР для обоих слагаемьіх с целью 
получения обобщенного СХР для L. Подход Нуаларта и Скоутенса состоит в разложении 
квадратично интегрируемой случайной величини в ряд из повторньїх стохастических инте­
гралов от неслучайньїх функций по так назьіваемьім ортогонализованньїм центрированньїм 
процессам степеней скачков, зти процессьі сконструированьї с использованием cidldg версии 
L. Подход Литвинова основан на ортогонализации непрерьівньїх полиномов в пространстве 
квадратично интегрируемьіх случайньїх величин.

В зтой статье мьі конструируем расширенньїй стохастический интеграл по процессу Леви 
и стохастическую производную Хидьі в терминах обобщенного СХР, предложенного Литвино- 
вьім; устанавливаем некоторьіе свойства зтих операторов; и, что наиболее важно, показьіваем, 
что расширенньїе стохастические интегральї, построенньїе с использованием вьішеупомяну- 
тьіх обобщений СХР, совпадают.

Ключевьге слова и фразьі: процесс Леви, свойство хаотического разложения, расширенньїй 
стохастический интеграл, стохастическая производная Хидьі.
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РЕГУЛЯРНІСТЬ РОЗВ'ЯЗКІВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ДИФУЗІЙНО-ХВИЛЬОВОГО РІВНЯННЯ З УЗАГАЛЬНЕНИМИ ФУНКЦІЯМИ в 
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Лопушанський А.О. Регулярність розв'язків крайових задач для дифузійно-хвильового рівняння з 
узагальненими функціями в правих частинах // Карпатські математичні публікації. —  2013. —
Т.5, №2. —  С. 279-289.

Доведено однозначну розв'язність першої крайової задачі для рівняння

ιι<Ιβ ) - α ( t)u xx =  F (x ,t) , (x ,t)  є  (0,/) x (0, Τ],

з дробовою похідною Рімана-Ліувілля порядку β є (0,2), додатним гладким коефіцієн­
том a (t), узагальненими функціями в правих частинах та встановлено деякі достатні умови 
регулярності його розв'язку за змінною t.

Ключові слова і фрази: похідна дробового порядку, узагальнена функція, крайова задача, 
вектор-функція Гріна.
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Вс т у п

У даній статті встановлюємо однозначну розв'язність першої крайової задачі для рів­
няння

η[β) -  a{t)uxx =  F(x, t), (x, t) Є (0,Z) x (0, T\, (1)

з дробовою похідною uf^ Рімана-Ліувілля порядку β Є (0,2), додатним гладким коефі­
цієнтом a(t), узагальненими функціями в правих частинах та знаходимо деякі достатні 
умови регулярності розв'язку за змінною t.

Відомо [12], що узагальнені розв'язки рівнянь з частинними похідними та сталими 
коефіцієнтами у випадку правої частини F(x, t ) =  Fq(x) ■ S(t) (S(t) — дельта-функція 
Дірака, крапкою позначено прямий добуток узагальнених функцій) є нескінченно дифе- 
ренційовними за змінною t в узагальненому сенсі: значення і « (·, t), φ(· ) )  розв'язку и(х, t) 
на довільній основній функції ср(х) є нескінченно диференційовною функцією змінної t.

На прикладі дифузійно-хвильового рівняння показуємо, що подібною властивістю во­
лодіють розв'язки крайових задач для рівнянь з дробовою похідною за змінною t: у ви­
падку узагальненої функції F(x,t)  =  Fq(x ) · g(t)  регулярність за змінною t узагальненого 
розв'язку першої крайової задачі для рівняння (1) визначається властивостями функцій
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a(t) та g(t), зокрема, при неперервних a(t) та g(t )  розв'язок и(х, t ) задачі також е узагаль­
неною функцією, неперервною за змінною t.

Цей результат використовувається для доведення розв'язності деяких обернених кра­
йових задач для такого рівняння з заданими узагальненими функціями у правих части-

1 О сновн і п о з н а ч е н н я  т а  ф о р м у л ю в а н н я  з а д а ч і

Використовуємо такі позначення: Qo =  (0, /) х (0, Т], С+[0, Τ’] — клас неперервних 
на [0, Т] та обмежених знизу додатним числом функцій, С+[0, Т] =  С°°[0, Т] ПС+ [0, Т], 
S(IRiV) (N  =  1,2), 2)(0,1), S[0, /] — простори нескінченно диференційовних функцій з 
компактними носіями відповідно в R N, (0,/), [0,/] [10, с. 13], £>(Qo) =  {v Є C°°(Q0) : 
(§-t)kv\t=j  =  0, k =  0 ,1 ,...}, 2 )'(RN), X>'(0,/), 2У[0, /], £>'(Q0) — простори лінійних не­
перервних функціоналів (узагальнених функцій) відповідно на S (R N), ХНО,/ ), Σ)[0,/], 
D(Qo), (F, φ) — значення F Є 2У(КМ) на основній функції φ Є 23(RN), а також значе­
ння F Є ЩО, І) на φ Є £>(0,/), F Є ©'[0,/] на φ Є 5)[0,,/], F Є 3>'(Qo) на Є D (Q0), 
©'(Qo) П С[0, Τ] — {F Є D'(Qo) | (F(x, ·), φ(χ) )  Є C[0, Τ] V<p Є 2)(0,/)} — клас узагальне­
них функцій із ©'(Qo), неперервних за змінною t Є [0, Т] [12].

Позначимо через * операцію згортки узагальненої функції g та основної функції φ 
[10, с. 111], тобто (g*(p)(x) =  (g(£), ψ(χ +  £)). Нехай f  * g Є £>'(R) — згортка узагальне­
них функцій f , g  Є D'flR), що на кожну основну функцію φ Є D (R ) діє за правилом 
(/ * 8 ' ψ) =  f ( x) ’ g(  0 Є D '(R 2) — прямий добуток узагальнених функцій f , g  Є
0 '(R ), тобто узагальнена функція, що на кожну основну функцію φ Є S (R 2) діє за пра­
вилом (/ ■ g, φ) =  (/(x), (g(t), φ(χ, t))).

Зауважимо, що у випадку g Є L\ (0, Т) маємо
Τ Т

(/ · g, φ) =  { f ( x) ' f 0 g W t p & W * )  =  JQ s ( 0  ( / ( * ) / v <pe s ( R2).

Використаємо функцію (див. [12]) /д Є S + (R ) =  {/  Є D '(R ) : / =  0 при f < 0}:

/л(0 =  6У (л )  при л > 0

і /д(0 =  Л +л(0  при Л < 0, де Г(Л) — гама-функція, θ(ί) — одинична функція Хевісайда. 
Правильні наступні співвідношення /д * /;, =  /λ+μ,/λ*/μ — /λ + μ·

Нагадаємо, що похідну (x, t) Рімана-Ліувілля функції v(x, t) порядку β >  0 визна­
чають за формулою

ν{ίβ\χ ,ή  = / - β( ή * ν ( χ , ί ) ;

регуляризовану похідну дробового порядку [1],[2] за формулами:

ρ β Ό ( χ ί ) =  1 Ґ  ντ·(χ' τ ) ά τ  = — 1___ [ -  Ґ -? lx'.T) d r  и (х' 0)>tv(x,t) Γ(1_ β ) ]ο ( ί _ τ)βατ Γ ( 1- β)  -dtJo ( t -Γ (1 -  /3) 7o ( t - r ) P  Γ (1 -  β) idt Jo (t -  τ)β t?

=ν [β\χ ,ή  - /ι_β(ήν(χ,0), при βΕ  (0, 1),

Df4 *O  = Γ(2% ) J0 (7 ~ ^ F idT' = i;!/3)(x^) -/i-js(iM*/0) ~/2-β{ήν{(χ,ο),

при β Є (1,2).

Нехай CtyiQo) =  {v Є C(Qo) \ vXXr Όβν Є C(Q0)}.  Введемо оператори 

L : (Lv) (x,t )  =  ν[β\χ ,ή  - α ( ή ν χχ(χ,ή,  (x,t)  Є Q0, σ Є £>'(Qo)/

Lrcg : (Lre$v)(x,t) =  Όβν(χ,ή -  a(t)vxx(x,t), (x,t) Є Q0, РЄ C2//3(Q0),

L : (Lv) (x,t )  =/_β*ν ( χ ,ή  -  a(t)vxx(x,t), (x,t)  Є Q0, »  e 3 (Q 0),

та функційний простір

X(Qo) =  {У Є 2 (Ш  :σ(0,0 =0 , v(l, 0 = 0 ,  t Є [0, T]}.

Як у [9] показуємо, що для у Є C2'^(Qo), ψ Є X(Qo) правильна формула Ґріна

f  и(у,т)(1ір)(у,т)dydT =  f  (LreSv)(y,T)ip(y,T)dydT 
JQo JQo

/· Г
+  J α( τ ) [ν ( 0,τ) ιρν(0, τ ) - ν ( 1,τ) ιρν(1, τ ) ] ά τ

+  f  v(y,0)dy I  / ι -β ( τ ) ψ^ , τ )ά τ  +  j  vT(y,0)dy j  /2- β ( τ )ψ^ , τ ) ά τ .  

Розглянемо першу крайову задачу

« ( 0, 0 = 0, «(/ ,0 = 0, f € [ 0,T], (2)

и(дг,0) =  JFl(x), x  Є [0,/], (3)

Uf(x,0) =  F2(x ), x Є [0,/], (4)

для рівняння (1) при β Є (0,2) (умова (4) відсутня у випадку β Є (0,1]) за одного з насту­
пних припущень:

(A) д Є q°[0,T], F є D'(Qo), Fj Є ЗУ[0, /],; =  1,2,
(B) a Є С+[0, Т], F(x, 0 =  F0(x) ■ g (f), g Є C[0, Т], F;· e D'[0, /],; =  0,1,2.
Розв'язком задачі (1)-(4) за припущення (А) (або (В)) називається функція и Є 2}'(Q0),

що задовольняє тотожність
2 'j'

(іu,Lip) =  (F, ψ) +  E  f e  f  f j - β ί t)ip(-,t)dt) V φ є X(Qo). (5)
/=і J0

2 Вл а с т и в о с т і  с п р я ж е н и х  о п е р а т о р ів  Fpiha

Означення. Вектор-функція (Go(x, t, у, τ ),  Gi (x, f, у, r), G2(x, t, у, τ ) ), така що при достат­
ньо гладких go, gx, gi функція

є класичним (класу C2</g(Qo)) розв'язком першої крайової задачі

DfU — a(t)uxx =  go (x, 0, (χ/0 Є Ω0 x (0,Т], 

ι/(0,0 = 0 ,  u(l, 0 =  0, χ Є [0,/],f Є [ο, τ], 

м(х,0 ) =  gi(x ), Μί(χ,Ο) =  g2(x), X є [0,/], 

називається вектор-функцією Гріна цієї задачі.



З означення випливає, що
{LGq) {x, t,у, τ )  =  S ( x - y , t - T ) ,  (x, t ) , (y,T)  є Q0;
Gj(0, i,у, τ )  =  Gj(l,t,y, τ )  =  0, у Є (0,/), f, τ  Є (0,T\,j =  0,1,2;
G i(x,0,y,0) =  δ(χ — у), ^G2 (x,0,y,0) =  δ(χ - у ) ,  х ,ує (0 ,/ ).
Як при доведенні леми 1 із [9] показуємо, що

Gj{x,t,y,0) =  ή - β ( ή  * G0 (x, t,у ,0), (x,t) Є Qo, у Є (0,/), j  =  0,1,2. (7)

Теорема 1. При а Є С+[0, Т] вектор-функція Ґріна першої крайової задачі (1)-(4) існує.

Аоведення. Враховуючи формулу (7), достатньо довести існування головної функцї Ґріна 
Go(x, t, у, τ). Як у [4], [7] для задачі Коші та у [5] для загальних параболічних крайових 
задач, її існування можна довести методом Леві, використовуючи відомий фундамен­
тальний розв'язок даного рівняння зі сталим коефіцієнтом я [3].

Існування функцї Go(x, t ,y,r)  можна також довести методом рядів Фур'є. Справді, 
вибираючи у формулі Ґріна за функції ірк Є X (Q0) розв'язки рівнянь

(^ ) (У /  0  =  <^ (М ,у,т),

де послідовність (р/с(х, t, у, τ ) (/с —» оо) є дельта-видною, із формули Ґріна після граничного 
переходу при fc -> оо одержуємо зображення (6 ) розв'язку задачі (1)-(4), де Go(x, t,y, τ )  
(границя послідовності ψk у ©'(SR2)) як функція (у, τ )  є розв'язком задачі

(8)
(Ly,TGo) (x, f, у, τ )  =  <5(х -  у, t -  τ ), (x, t), (у, τ )  Є Q0,

G0(x,f, 0,т) =  Go(x, f,/, τ ) =  0, G0 (x, f, y, T) =  G0x(x ,i,y ,T ) =  0.

Шукаємо Go у вигляді
ОО

G o(x,f,y ,T )=  E  Sm(x ,i,T)o;m(y), (9)
m=l

де о;ш(у) — ортонормовані власні функції стаціонарної крайової задачі 

сОщ λ ιηΜ,η — 0, у Є (0,/), cvm(0) - com(l) — 0.

Підставляючи (9) у рівняння задачі (8 ), матимемо
ОО ОО
Σ  [ f -p{r )*Sm(x,t ,T) +  Ama(T)Sm(x,t,T)]u>m(.y) =  Σ ( δ ( χ  -  y),com(y))cvm{y)0(t -  τ),
m=l m=1

звідки, враховуючи, що (δ(χ — y),tom(y)) — cvm(x) , одержуємо задачі для Sm(x, t, τ) :

/-(g(r)?Sm(x, f, τ )  -f Ama(z)Sm(x, f, τ ) =  o>m(x)<S(f -  τ ),

Sm(x,t,T)  =  SmT(x,t ,T)  =  0, m =  l,2 , . . . .  ( *

Кожна з задач (10) зводиться до лінійного інтегрального рівняння

Sm(x, ί, τ )  +  Aw/jg(T)*(fl(r)Sm(x, i, r ) )  =  / j j ( i - r )w m(x). (11)

Методом послідовних наближень знаходимо його розв'язок у вигляді рівномірно збіж­
ного при х Є [0, /], 0 < τ  < ί < Т, ряду

Зокрема, у випадку α(τ)  =  я =  const >  0 матимемо

ОО
Sm(x, t, τ )  =  £ ( - e A m)P/(p+1)p (f -T )a 7m(x) 

p=0

= ( ί - τ ) 0_1 Σ  =  ( i - ' r)^_lE^ ( - flAm (i-T )^ )a ;w(x),

0°

де Εβ(ζ) =  Εβ-ι(ζ,β) =  Σ  τ(ρΖβ+β) — функція Міттаг-Лефлера [2], що при великих |ζ|

має оцінку Εβ(ζ) < -щ, С =  С(/3) — деяка додатна стала. Тоді збіжність ряду (9) випливає 
з рівномірної збіжності ряду

С _  £  |^„М ал„(у)|_ [01] о < т < t < Т.
-  т) , t o  λ '«

В загальному випадку, при яо < a(t) <  Ло для всіх t Є [0, Т] оцінюємо у виразі для 
Sm(x, f, τ )  суму двох сусідніх доданків:

Ащ//з(т)* ( я(т) (//з(т)* ( · · · я(т)//з(т)* ̂ (τ)/β(ί
2k

А « ‘+ 1/ β ( τ ) * ( я ( т )  ( / β ( τ ) * ( . . .  α ( τ ) / β ( τ ) *  ( α ( τ ) / β (1 -  т

— A τη2k m

< Г \2k

2fc+l

^ 0fc/(2fc+l)^(i -  T) -  АшЯо*+1/(2*+2) ^  -  T) 

^ / ( 2Μ ) β ( { -  T ) -  AmC2i:+1/ (2Jt+2)/}(* -  T )

пои деякому c < яп та всіх λ > Лп'~с2' . _  А?-са Γ(2Μβ+2β) ~при деякому с < я0 та всіх Aw > /{2Μ]β(ι-τ)  ~  ^ +ι_ ^ +ι Щ Іф Щ ГЇ)? ·

уважимо, що згідно з [11, с. 67] ^^β+β) =  0((2/с/3) )̂ для великих k. Тоді при великих 
/\m(t — τ)Ρ  матимемо

|Sm(x ,ί , τ ) I < (ί -  τ)^_ 1Εβ(—cAm(i -  τ)^)|ω,„(χ)|, χ Є [0,/], 0 <  τ  < t < Τ.

Отже, при я Є С+ [0, Т] матимемо аналогічну до випадку сталої функції я оцінку розв'яз­
ку рівняння (11) при великих Aw(f — τ)^, а звідси рівномірну при х, у Є [0, /], 0 < т < ί < Т, 
збіжність ряду (9). Головна функція Ґріна задачі (1)—(4) існує. □

Наслідок 1. Правильні оцінки

\Gi(x,t +  Д£,у,т,я) -  Gf(x,i,y,T,fl)| < М ;(х,£,у,т,я)|Д£|7, (χ,ί), (у,х) Є Q0, (12)

де 0 < 7  < 1, невід'ємні функції Мг (х, i,y, т,я) мають такі ж оцінки; як G,(x, t,y, τ,α), 
і =  0, 1,2, відповідно із заміною β на β — 7 .

Аоведення. Використовуючи зображення (9), матимемо

ОО
G0 (x, ί 4- Δ ί,у,т,я) -G o(x,i,y ,T ,fl) =  J^[Sm(x,i +  Ai,r,fl) -  Sm(x,i,T,«)]a;m(y). (13)

ш=1



Для функцій Z m (x, t, т, At, я) =  Sm (x, t +  At, τ, я) — Sm (x, t, τ, а) одержуємо інтегральні рів­
няння

Zm{x, t, τ, At, a) +  \mf β ( τ ) * (α ( τ ) Ζηι(χ, t, τ, At, a)) =  [/^(ί +  Δ ί - τ )  — /jg(f — т)]шт(х)

вигляду (11). Оскільки/β(ί +  At -  τ )  -  /^(ί -  τ )  =  * fy+\(t +  At -  τ )  -  /β+\(ί -  т)],
при 1 — β < λ  <  1, якщо β Є (0,1), та Λ < 2 — β, якщо β Є (1,2), маємо β +  λ — 1 =  j  Є 
(ОД) та β — 7  =  1 — Λ >  0, то враховуючи нерівність

At \ 7

одержуємо

| ( ί +  Δ ί _ τ ) 7 _ ( ί _ τ ) 7| =  ( ί _ τ ) t | ( i  +  _ ^ L )  - 1| <  | Δ ί Ρ ,

|/β(ί +  Δ£ -  τ )  — /β(ί -  τ)| < /ι_Α(ί -  τ)|Δί|Ύ =  /β_ Ί {ί -  τ)|Δί|γ .

Як в доведенні теореми 1 знаходимо функції Z m(x,t,y,r, At,a), що матимуть такі ж 
оцінки, як розв'язки рівнянь (11) із заміною β на β — 7  та множником |Δί|7. Враховуючи 
зображення (13), одержуємо оцінку (12) при / — 0. Інші оцінки в наслідку одержуємо з 
таких самих міркувань та враховуючи співвідношення (7). □

Використовуватимемо надалі позначення Gy (x, t, у, τ, а) замість Gy (x, t, у, τ ) ,  j  =  0,1,2. 
Згідно з методом Леві, для функцій Go(x, t, у, т, я) та Gy(x, t, у, 0, а) правильні такі ж оцін­
ки, як для параметриксів G(x — y,t — τ ,α( τ ) ) ,  /y-^(i) * G(x — у, t, 0, я(0)), / =  1,2, відповід­
но [4], [7], [8].

Згідно з [3], фундаментальна функція G(x,t,a) оператора L зі сталим коефіцієнтом 
а >  0 має вигляд

G(X t а) -  η ~υ2*β 1 Η2'0 f (β,β̂ G(x, t,a) -

ло Um'nДЄ t i p , q

V4at? (1, 1) (1/2, 1) ; '  

Н-функція Фокса [6 ].(fll/Лі) · · ·  (^p/^p)
(Ь\, β\) ... (ύη,βη)

Використовуючи властивості Н-функцій Фокса (як у [9]), метод Леві та враховуючи 
результати [13], знаходимо оцінки для компонент вектор-функції Ґріна та їх похідних. 
При [я(0]-1  ^  jR для всіх t Є [0, Т] матимемо

^  G0(x,t,y,T,a) < C l R k~ ^ ( t - τ ) ^ 1 \ |х -  у |2 <  4(f -  τ γ /R,

(  д \ ̂
J Go(x,t,y,T,a)

- і
< Ck(t -  τ ) β

\ х - у \к+1
— у\2 >  4(ί — τ ) Ρ/R, k =  0,1,2,...,

( ~ )  Gj(x, t,y, 0,a) K C l R ^ t i  1 (k+Vi, \χ -  y\2 <  U&/R,
KdyJ

f d \k
JGy(x, t, у, 0 ,a)

Cjkt> \ R \ x - y \
|x-y|V 41?

<

-)k

rs 1— y+fc+i 
4 i -β
:) < CjkR~*V  I x - y  f 1- ̂  tH + ^ ,

-y \ 2 > ^ / R ,  / =  1,2, c =  { 2 - β ) β № - Ρ \

Cfc, c*, Єр  c*k, Cjk (j =  1,2, fc =  0,1,2,...) — деякі додатні сталі.

Використовуватимемо спряжені оператори Ґріна

(0 о<р)(у,т) =  [  dt J GQ(x,t,y,T,a)<p(x,t)dx,
/ τ

r-Γ rl
(<6 j<p)(y) =  j  dt J Gj(x,t,y,0,a)<p(xf t)dx, φ Є £ (Q 0), / =  1,2 .

Як у [9] доводимо, Щ О  Д ЛЯ  К О Ж Н О Ї φ Є X(Qo)

( 0 о ( І ^ ) ) ( у , т )  =  (У /0  е  Оо,

(0 ;-(Lt/;))(y) =  f  fM {t)\p(y,t)dt, у e[Qf l}, / =  1,2,
J  0

а при я Є C~[0, Τ]

00  : CD(Oo) -> X(Qo)/ ©J : ®(Qo) C~[0,/], / =  1,2.

(14)

(15)

Теорема 2. За припущення (А ) існує єдиний розв'язок u Є ЗУ (Q0) першої крайової задачі 
(1)-(4). Розв'язок визначений за формулою

{u, φ) =  (F, 0 о<р) +  0 * 7 ' V ф Є S (Qo)·
}=і

(16)

Теорема доводиться за схемою доведення теореми 1 у [9] із використанням наведених 
вище властивостей (14) та (15) спряжених операторів Ґріна.

Введемо оператори

(G0<p)(y,£,T) =  І G0(x,t,y,T,a)(p(x)dx,
J 0

(Gj<p)(y,t) =  Gj(x, t,у, 0,α)φ(χ)άχ, j  =  1,2, φ e Ί)[0,1].

Лемаї. Нехайа Є С+[0,Т]. Тодіпри max [c?(i)]-1 < R,довільних0 < τ  < t < Тправильні
f6[0,T]

оцінки
d \ k,
dy;

)  (Go<p)(y,i,r)| <  соЦсрЦс̂ о̂ ] · ( i - r ) ^ /2 1[VK +  (i — тг)/3/21.

( έ )  (§ф)(.у,і)  < Cj\W\\c«[Q,i] -t’ \ / =  1,2, k =  0, 1,2, . . . ,

(17)

а також

( 4 )  (Go<p)(y,i,r)| < с^||<р||сц [0//] · ( t - T ) P /2 \

( έ )  (G;<p)(y,0 | < i ^ l l c - [ o , / ] - [ ^  1 β/2 + 1’ 4/ / =  1/2, k =  1,2, . . . ,

(18)

c/, c* (j =  0, 1,2) — додатні сталі.



Аоведення. Використовуючи оцінки головної функції Ґріна, при φ Є С[0, І] для всіх t Є 
[0, Т] знаходимо

<
лг—ι/|<2(ί—τ)^/2/-\/R

<

[  G0(x,£,y,r,α)φ(χ)άχ 
Jo

G0(x,t,y,T,a) dx +
J\x—y\>2(t—T)P/2/\/R 

C^R^(t - τ ) ^ 4 χ +  [
J \ x

G0(x, t,y,τ,α) dx) ■ \\<р\\С[о,і]) 

) · ll̂ llc[o,/
Co(t — τ)Ρ 1

dx I ·
x - y \ < 2 { t - T ) P ' 2/ s / R  U~‘ V' " "  ' J jx—y|>2(f—τ ) ^ 2/\/R \x  ~  l/| lm l c M

< (2Cg(i -  т ) ^ 1 +  / у  v^R(i -  τ ) ^ 2” 1) ||<p||c[0//] < colMlqo,/] · ( t -  t )£ _1[>/R +  ( t -  τ)§ ],

c0 =  const >  0 і при f  G C[0, /] для всіх (у, т) Є Q0, t Є [0, Т] функції (G0<p) (у, ί, τ )  (у Є [0, /], 
0 <  τ  < f < Т) є неперервними.

Оскільки Jo ^Go(x,t,y,T,a)(p(x)dx =  Jq GotxJ^^^jcp' ix jdx  при φ Є C1 [0, /], то з
попередньої оцінки одержуємо

G°(x,i,y,T,fl)<'P(x)dx < С0 І|<Н|С1[0,/] · ( ί - τ ) §  +  (£ -  τ)? ], (19)

<і при φ Є С1 [0, /] для всіх (у ,т ) Є Q0, t Є [0, Т] функції ^ (G 0<p)(y, ί, τ )  (у Є [0,/], 0 <  τ  
t < T) е неперервними.

З іншого боку, застосовуючи оцінку похідної функції Go (x, t, у, τ,α), при φ Є  C[Q, І] для 
всіх t Є [0, Т] матимемо

J  (^Go(x , t ,y ,T ,a ) (p (x )dx

< C\(t — τ)Ρ 1
x-y\<2(t-t)P'2/VR~L" K' ’ ’ J\x-y\>2{t-T)^/VR І* ~ УІ2

< CoVR\\(p\\c[o,i] · ( t -  τ ) τ ~ \  c*0 =  const >  0 .

_ClR(t - T ) ~ ldx+  f
’ J \ x

dx) ■ IMIqo,/]

(20)
Із оцінок (19) та (20) за допомогою інтегрування частинами знаходимо відповідно оцін­

ки (17) та (18) для Go<p.
При φ Є С[0, /], j  — 1,2, оцінимо

Ιο  ( έ )  ^ , ν , 0 , α ) Ψ (χ)άχ\ <  J y* J%  C*kR ^  1
У L V . ns

L

cjkt’~1+&
I 2,0/2 1 II 2

X̂ \ > ^ r  R^\xy-x\l + ̂

y_=7F

dx C[0,/] < 1 T +  ti *] · \\q>\\c[0,l],

c*k =  const >  0, k — 0,1,2,..., а, отже, при φ Є С[0, /] функції (G/φ)(у, т) неперервні в Q0, 
7 =  1,2 .

Використовуючи одержані оцінки при к =  0 (к =  1) та інтегрування частинами, як 
вище, знаходимо оцінки (17) (відповідно (18)) для випадку j  =  1,2. □

Теорема 3. За припущення (В) існує єдиний розв'язок u Є ЗУ (Q0) П С[0, Т] першої крайо­
вої задачі (1)—(4), він визначений за формулою

« ,£ ) ,< ? ( · ) )  =  f  g(T)  (Fo(-), (Go<p)(; t, τ ) ) ά τ  +  £  (Fj(·), {Gj(p) { ;  t, τ ) )
J o j = i (21)

V<pGS[0,/], f Є [0, Т].

Аоведення. Тепер F(x, t ) =  Fq(x) · g(t) — прямий добуток узагальнених функцій Fo Є 
X>'[0,/], g Є С[0,Т]. Ясно, що така узагальнена функція належить ЗУ((20) (навіть F Є 
ЗУ((2о) п С[0, Г], оскільки для g Є С[0, Г] та довільної φ Є D[0,l] функція (Fo(x)-g(t), <р(х)) 
=  (ґо/ ψ)g{t) е неперервною на [0, Г]). Тому за теоремою 2 при a Є С+[0, Т] існує єдиний 
розв'язок u Є ЗУ(<20) першої крайової задачі (1)-(4), визначений за формулою (16). По­
кажемо існування розв'язку u Є ЗУ (Q0) П С[0, Г] цієї задачі за припущення (В) та що для 
нього правильне зображення (21).

Узагальнені функції в обмеженій області мають скінченний порядок сингулярності 
[10]: існують такі цілі числа ко, к\, к2 та функції gok, g-[k, g2k Є L\(0, /), що

(Fj(y)’ (p(y)) =  Σ  / 8}кІУ)(к~) <p(y)dy V φ Є D[0,/], j  =  0, 1,2 . (22)/—n •-'О \Olf/к=0 КдУ'

Використовуючи зображення (22) та лему 1, переконуємося, що для довільної φ Є
2) [0, /] функції у правій частині формули (21)

I  &(T)(fb(y)/ (G0<p)(y,t ,T ) )dr  =  Σ  Jo § ( r )  j  goJt(y)(^) (Go<p)(y,t,T)dy dx,
k== 0

(F;-(y),(G0<p)(y,0) =  Σ  J Q S j k ( y ) ( ^ )  (Gj(p)(y,t)dy, j  =  1,2,

неперервні на [0, Т], та правильні оцінки

/ £(T)(F0 (y ),(G ^ )(y ,f,-r ))d i
J  о

< с0 Σ  ІІ̂ ІІС»[0,/] · / Ι (̂τ )ΐί [  \gok(y)\dy] [ ( f -т)^5 1 + V R ( t - τ γ /2 λ]άτ < Ь0̂ /2,
k=Q JO ι  JO J L J

\(Fj{y),(G0(p)(y,t))\ < C j J ^  hWc^on-t’ 1 f  \gjk(y)\dy =  bjti \ j  =  1,2,
fc=0 J0

by (/ =  0,1,2) — деякі додатні сталі. Отже, права частина у формулі (21) визначена та 
функція (21) неперервна за змінною ί Є [0, Т].

Покажемо, що функція (21) задовольняє тотожність (5). За лемою 1 при довільних 
0 < r  < t < Τ, φ Є Т>[0,1], маємо (■Gj(p)(-,t,T) Є 2)[0, /], а також (Gj(L\p))(-,t, т) Є £)[0,/]

для кожної ψ Є X(Qо), та визначено (u,Lip) =  JQT (u(-,i), (Lip)(-,t))dt. Згідно з форму­
лою (21),



т
[  (u(-,t) , (Lip)( - ,t ) )dt

J  о

T t  ̂ т
=  [  ( /  g (T) ( Fo(y)' (Go(L\p))(yrtrT ) )dT )d t+  £  f  (Fj(y), (Gj(Lip)) (y,t,T))dt 

J O  '  j o

T t  ̂ T
=  (po(y ),JQ (J o g(T) (Go(Lip)) (y,t,T)dTjdt^ +  (Fj(y), (Gj{Lip)) (y,t,T))dt

T T 2 τ'
=  ( f o(y)/j£ S ^ ( J T Go(Lip)(y,t,T)di)dT) +  £  ( Fj ( y ) ' f Q (Gy(b/>))(y,f,r)df)

=  (fo(y) ■ # (τ), (0 O (£</>) ) ( ^ τ ) )  +  £  (Fy,&j(Lip)).
/=1

Скориставшись формулами (14) (правильними при я Є С+[0, Т]), одержуємо

2 7"1

{u,Lxp) =  (Fo(y) · # (τ), ір(у,т)) +  £  (Fy, f  /ι_β(ήψ(· ,  t)dt) V φ є  X(Q0),
y= 1 ,/0

тобто тотожність (5). За означенням функція (21) є розв'язком задачі (1)-(4) шуканого 
класу. Єдиність розв'язку задачі доводиться як у [9]. □

Наслідок 2. За умов теореми 3 також усі похідні ( j ~ )kit, k =  1,2,..., розв'язку задачі 

неперервні за змінною t Є [0, T]: ( (^~)ku(x, ·), φ(χ) )  Є С[0, Т] для кожної φ Є D(0,/).

Зауваження 1. Для рівняння (1) з загальнішим вільним членом — узагальненою функ­
цією F Є SV(Qo) П С[0, Т] (замість Fo · g), при Fj Є ЗУ [0, Z], / =  1,2, та навіть я Є С“ [0, Т] 
таким способом не можемо довести, що розв 'язок зада чі (1)—(4) належить 2)'' (Q0) П С [0, Г]. 
Справді тепер використовуємо зображення

^  fT  гі ґ  d  \ к ґ  d  \Р __
(F (у, т), ср(у, τ ) )  =  Σ  Σ  / άτ Sokp(у>τ ) ( чтт) ( д г )  <p{y,T)dy V <р Є S (Q 0) 

k=0p=0J0 J0 °У OL

із деякими gokp є Li(Qo), k =  0,..., Kq, p =  0 ,...,P0. Однак при P0 >  0 та φ Є CD [0,/] 
функції { jfj-Y{G()(p){y, t, τ )  мають загалом неінтегровні особливості.

Зауваження 2. Розглянуто задачі в одновимірному просторовому випадку. Результати 
поширюються на випадок Qо =  Ω х (0, Т], де Ω — обмежена область в R lV, N > 2.
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We prove the unique solvability of the first boundary value problem of equation

-  a(t)A u =  F(x, t), (x, t) Є (0,1) x (0, T],

with Riemann-Liouville fractional derivative u f  > of the order β Є (0,2), positive smooth coeffi­
cient a(t) and generalized functions in right-hand sides. We obtain some sufficient conditions of the 
regularity of its solution as variable t.

Key words and phrases: fractional derivative, generalized function, boundary value problem, 
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Лопушанский A.O. Регулярность решений краевьіх задач для диффузионно-волнового уравнения с 
обобиіенньїми функциями в правьіх частях // Карпатские математические публикации. — 2013. 
— Т.5, №2, —  С. 279-289.

Доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи для уравнения

-  a (t)u xx =  F (x , t), (x, t) Є (0,1) x (0, Τ],

с дробной производной и, Римана-Лиувилля порядка β  Є (0,2), положительньїм гладким 
козффициентом a (t), обобщенньїми функциями в правьіх частях и установлено некоторьіе 
достаточньїе условия регулярности ее решения по переменной t.

К лю чевие слова и фрази: производная дробного порядка, обобщенная функция, краевая 
задача, вектор-функция Грина.
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ПРО СТАБІЛІЗАЦІЮ ІНТЕГРАЛА ПУАССОНА УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ 

РІВНЯНЬ

Малицька Г.П., Буртняк І.В. Про стабілізацію інтеграла Пуассона ультрапараболічних рівнянь // 
Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. — С. 290-297.

Досліджується стабілізація інтеграла Пуассона для рівнянь типу Колмогорова, що мають 
три групи змінних, за якими є виродження параболічності.

Ключові слова і фрази: ультрапараболічні рівняння, рівняння Колмогорова, стабілізація, ін­
теграл Пуассона.

Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника, Івано-Франківськ, Україна 
E-mail: bvanya@meta. ua (Буртняк І.В.)

Вс т у п

Вироджені параболічні рівняння порядку 2Ь, які узагальнюють рівняння дифузії з 
інерцією і мають довільну скінченну кількість груп змінних, за якими є виродження па­
раболічності, досліджено в [3,5], і для них побудовано фундаментальний розв'язок (ф.р.) 
задачі Коші. З використанням властивостей ф.р. встановлено достатні та необхідні умови 
точкової і рівномірної стабілізації інтеграла Пуассона для цих рівнянь. Зокрема, розгля­
нуто випадки, коли початкова функція має граничне середнє по областях, які визначаю­
ться лініями рівня ф.р. задачі Коші. Для рівняння високого порядку початкова функція 
має граничне середнє по паралелепіпедах. Одержані результати узагальнено результа­
тами робіт [2, 6]. Вони можуть бути застосовані в теорії стохастичних процесів [1]. Ці 
результати можна узагальнити на випадок рівнянь із змінними коефіцієнтами в парабо­
лічній частині, а також на системи рівнянь типу Колмогорова [4].

Введемо позначення: η — деяке фіксоване натуральне число; ті, га2, т3 — фіксовані
з

цілі невід'ємні числа; η > т\ > т2 > т3; N  — η +  Σ  mj'> X =  (*/УьУ2/Уз)/ * € Κ.",
/=1

3
У]  Є  R  m’ , j  =  1 / 2 , 3 ;  У] =  ( y j i l , y ji2, . . . , y j /m) , N 1 =  п +  Е ( 2 / +  1 ) т ;·, χυ> =  ( х і , х 2, . . . , x mj ),

7=1
y f  =  (У/,ьУ;,2/ ---/У/, щ), j  <  s ,X  Є IRNl; аналогічно Ξ =  ( ζ ,η ι ,η2, η3), ζ  Є IR'!, гц Є R m>,

т\ ( \ ms η
j — 1/2,3; (xW, Dyj) =  Σ  X iD yy, (ys_\, D ys ) — Σ  y s -\ D y $j, s  — 2,3, Ax =  Σ  D 2 .

j=1 ' j=1 1=1 1
Розглянемо задачу Коші

(Df -  (x(1), Dyi) -  ( y f }, Dy2) -  (y<3), Dy3) -  aAx)u( t ,x) =  0, (1)

©  Малицька Г.П., Буртняк І.В., 2013

u(t,x)\t=T =  ио(Х), X Є R N,t > т >  0,а >  0, (2)

де ίίο(Χ) — вимірна обмежена функція в iRN. Ф.р. задачі (1), (2) має вигляд ([3])

Ζ (ί,Χ ;τ,Ξ ) =  12mi/2720W2/225200W3/2(47rfl)~N/2(i -  τ ) ~ Ν' /2βχρ | | ,

p(t,X; Τ,Ξ) =  |x -  ζ\2(ί -  τ ) ” 1 +  3(ί -  τ ) " 3^  - η ι +  (χW +  ζ ^ ) 2 ~ \ ΐ  -  τ )|2 

+180(ί -  τ)~5|у2 -  72 +  (Уі2) +  η[Z))2~\t  -  τ ) + (χ(2) -  ^ ^ ) 12_1(f -  т )2|2 

+630(f -  т )_7|у3 -  η3 +  (у23) +  //23) )2-1(ί -  τ )  +  (yf> -  ti[3) )10-\t  -  τ )2

+ (χ(3) + ζ (3) ) ΐ 20- 1( ί - τ ) 3|2,

p(t, X; 0, Ξ) =  r2 — сім'я поверхонь рівня ф.р. задачі (1), (2).
Через FrXf° позначимо тіло, обмежене еліпсоїдом

р(£, Х;0, Ξ) =  г2, (3)

де Ξ — змінна точка, а через — об'єм тіла, обмеженого поверхнею

|С|2+|?7і -  ^ (1)|2 +  і72-л/Ї5/7І2)- ^ (2)|2 +  |7з - 2 - 1у/35^3)+  +  2~1ν/7£ (3)|2 =  1.

Нехай М х (г) — середнє ио(х) по тілах Fxt , обмежених поверхнями (3). Будемо ка­
зати, що функція Ио(Х) має граничне середнє М х (г) по тілах Fxt, якшо існує границя 
lim Mfx (r) =  М х (г).
f—>со

1 Точкова стабілізація інтеграла  Пуассона  задачі Коші (1), (2)

Теорема 1. Якщо «о(Х ) має граничне середнє по еліпсоїдах Fx , яке майже при всіх r 
дорівнює М х (г), то інтеграл Пуассона рівняння (1) стабілізується (прямує при t —ї оо) до 
числа р+оо -

і =  (2πα)~Ν 2̂υ^ / rN+1e~r~М х (r)dr.
Jo

Аоведення. Розглянемо інтеграл Пуассона для рівняння (1)

u(t,X)  — ί  Ζ(ί,Χ;0,Ξ)Μ0 (Ξ)ίίΞ. (4)
Jkn

Введемо заміну змінних інтегрування: χ — ζ  — —2y/aicc, У\ ~  η\ +  x ^ t  — —\ίΡαβ\Ι\/З; 
y2- t ] 2+y[ 2̂ t л- x ^ t 2/2 — -\[Waβ2/6̂ /5; y3 -  η3 +  y[3h/2 +y2 t2 +  χ(3)ί3/6 =  -\[Ψ~αβ3 / Уд\/7. 
Тоді (4) набуде вигляду

u( t ,X ) =  7γ~ν/2 ί  exp I  -  \tx\2 -  \βι -  V3a^ \ 2 -  \β2 -  y/ ϊδβ ^  -  \/5α(2)|2 
.У RN '

- \ β 3 -  ν 3 5 β ^ /2 +  ν ΐ ΐ β ^  +  \ / 7 сс^/2 |2|м0^, χ  +  2 Vatu ., y x + x ( 1 ^ - f  'Γα\?βλ / \ / 3 ,

Ε =  (χ,β1, β 2, β 3), E e R N.
(5)

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Розглянемо додатно визначену квадратичну форму

\а\2 +  \βι -  л/3а(1) |2+|/32 -  л/Ї5^2) -  V5a^ \ 2

+  \β3 - ν 3 5 β (23) / 2 + ^ 2 Ϊ β [ 3) +  ν7Ιχ^/2\2 =  £  Cljksccl^ ^ %  (6)
(i,j,k,s)

де ( i,j,k,s) — |zj +  I/] +  \k\ +  |s| =  2, і відповідну до (6) сім'ю еліпсоїдів, що не перетинаю­

ться: Y,(i,j,k,s) C-ijksK1 β\β\β\ — γ2■ Б інтегралі (5) перейдемо до нових змінних інтегрування

=  гФ (Т) cos Υχ, 

α2 =  гФ( Y ) sin Ψτ cos Υ 2,

«3m3 =ΓΦ(Ψ) SinY! Sin Υ 2 . . . COS Тдг_і,

де Y  =  (Υ·[...Υν_ι), 0 < r < + 00, Ο < Y/ < η, j  — 1 ,..., N — 2, Ο < Υ ν _ ι < 2π, а функція 
Φ (Υ ) визначається рівністю

Φ2!’!') Σ  С ф н ' І Ї І Ї Й  = 1
(i,j,k,s)

з Л-j — cosYi, α2 =  sinYi cosY2, .. ·,β 3ηΐ3 =  sinYj sinY2 .. .s inY^-i· Я к обіан перетворен­
ня (7) має вигляд / =  rN~l J\, де /і =  ΦΝ(Υ ) sinN-2 sinN~3 Y 2 ... sin Yjv_i.

Позначимо

U o(t, r, Y, X) =  Ιίο^2Γ\/ίί7Φ (Υ ) COS Y ! +

Γν/αί3(30ν/7)” 1Φ (Υ ) s in Y i... cosΥ „+1 +  yn +  * i f , . . . ,

Γν/αί^(6ν/5)- 1Φ (Υ ) sin Υ χ .. ,cosY„+mi+i + y 21 +  yn i +  2~1x1t2, ..., 

r\faP(30\/7)_1Φ (Υ ) sin Y j ... sin Y ^ _ i+ y 3m3 +  y2m3i + 2_ 1yim3i2+ 6 _1xW3i3) .

Тоді

u(t,X)  =tc N/1 f  rN xe r'dr [  u0( t ,r,Y,X)/!iiY 
JO 7Σι

/ <Гг -  / ρΝ^ ,ο  / Μ οίί,Γ ,Υ ,Χ )/ !^^
7ο or Jo 7Σι

:7Γ- Ν/2

—Ίτζ'
, ΓΟΟ

-Ν/2 /* i 00 2 Гг Γ
/ re~r / pN~1dp / wo(i,r,Y, X)JicT¥dr, 
Jo Jo Jx.}

де Σι — одинична сфера в R w. Виділимо М х (г):

u(t,X)  =2π~Ν/2υ^ f rN+1e~r2(rNv^ ) ~ 1 [ pN^dp ί uo(t,r,Y,X)JidJ¥dr 
Jo Jo JZi

Ґ -}-oo «
= 2π~Ν/2υχ / rN+1e~r"Mf(r)dr.

Jo

(8)

Залишилось здійснити граничний перехід під знаком інтеграла (8 ) при t —> оо. Це можна 
зробити на основі теореми Лебега, оскільки існує граничне середнє, а з обмеженості uq(X) 
безпосередньо випливає рівномірна (за t) обмеженість Мх (г).

Зауважимо, що достатньо вимагати граничного середнього в деякій фіксованій точці 
Х\, звідки вже випливає існування граничного середнього в будь-якій точці X і факт ста­
білізації на кожному компакті. □

Теорема 2. Якщоио(Х) >  0, то для стабілізації інтеграла Пуассона (4) до нуля необхідно 
і достатньо, щоб щ(Х)  мала граничне середнє М х (г), яке майже скрізь дорівнює нулеві.

Аоведення. Достатність випливає із теореми 1.
Покажемо, що зі стабілізації інтеграла (4) випливає існування нульового граничного 

середнього по Fxt:

M tx (r) =  — ~ χ  [  uo(Z)dE < ct~N' /6 [  exp{ -p ( t1/3,X ,0 ,Z ) }uoWdZ  =  Clu(f1/3,X ). (9)
TfZCS L r l J  J

1)1 г Х  ю МF*  RN

У нерівності (9) mes Fxt замінено об'ємом куба зі стороною ί1/6, який міститься в Fx .
Оскільки u(t,X)  —> 0 при t —» оо, то з (9) випливає, що М х —>■ 0 при t —> оо для будь-
якого г. □

2 Р ів н о м ір н а  с т а б іл із а ц ія  ін т е г р а л а  П у а с с о н а  

Розглянемо задачу Коші для рівняння порядку 2b за змінними х

D, -  (дг<«, Dy,) -  (j,S2>, Dn ) -  ( y f ,  Dn ) -  Σ  “kDkx ) u =  0, (10)
|*|=2& )

де Df — Σ  cikDkx — параболічний за Петровським оператор зі сталими коефіцієнтами.
1*1 =2&

Ф.р. задачі Коші (10), (2) задовольняє нерівності [6]

ΙΟ 'Χ ,Ο ^ Ζ ί ί ,Χ ίΤ ,Ξ ) !  < C (i — τ )~ Νι^ ^ єхр {~р і(ί ,Χ ;τ ,Ξ )}, (11)

де Ν2 =  \k\+n +  (.2b +  l)(m i +  |z|) +  (4b +  l)(m 2 +  |/|) +  (6b +  1 )(m3 +  |s|),

-1/(2b)V? , i|Ul -  4- rCDiri- -  Г \-(2Ь+1)/(2Ь)УΡι(ί,Χ ;τ,Ξ ) =  (|x -  C\(t -  т ) - 1/ ^ ]  +  (|У1 -  V l +xW\(t  -  r )

+
2 ( ί - τ ) -(4b+l)/(2b)

) '
(з)/* ^ ^ у І 3)( ^ - т )2 . * (3) ( f - O 3

Уз -  V3 + У2 {t -  t) + ----- r----- + 6
q =  2b/(2b — 1 ). Нехай uo(X) має граничне середнє

ffci rbN

Ь\->оо,...,Ьм—>00 22̂  n sN= i bs J—b\ J-bu

де bj -> oo незалежно одне від одного,; =  1,2,..., N.

( ί - τ ) ' -(6b+l)/(2b)

) ’

1  f b  1 /-&N

Hm _ _ _ _ /  / η0(Ξ)άΞ =  ι, (12)
Tr. — 1 bc J — j —

Теорема 3. Для того, щоб інтеграл Пуассона рівняння (10) рівномірно стабілізувався до 
І при t —>■ оо необхідно і достатньо, щоб u q ( X )  мала граничне середнє, яке дорівнює І.



Аоведення. Нехай щ(Х)  має рівномірне граничне середнє, що дорівнює 0. Це означає, що 
для будь-якого ε >  0 знайдеться таке Ьо(є), що при всіх bj > bo (є) і при будь-якому X 
виконується

1 r b i + х ц f b . N + y 3 m 3

22N a N=i ь3 l — b i + x n J ~  ̂ N"t~y3m3

и ο(Ξ)άΞ 0 .

Звідси випливає, що Uq(X) має кутові граничні середні, що дорівнюють 0. 
Зробивши в інтегралі Пуассона заміну змінних

χ - ζ  =  - ζ ' 0 /w,  у, -  +  xWt  =

У2 -  V2 +  yi2)i + ^ - γ -  =  -η 'ι ί(4ί,+1)/(2ί,), уз -  Цз +  }/2 ] t +  =  ~Чз t{6h+1

одержимо

u(t,X)  = t N3/{2b) [  Z*( t/X)0,E' )u0(x +  Ct1/W , y 1 + x (1)i +  ^ i (2b+1)/(2b),
J R N '

+  +  ^  +  7 ',< «-+ »/ (»))«,а ',

де Z* (t, X; 0, Ξ') — φ.ρ. задачі Коші (10), (2) у нових змінних,

N3 — п -f- ( lb -\- 1)т\ -Ь (4b -f- 1 )ш2 4· (6b -f- 1)шз,

або інакше

u(t,X)  =  tN̂ W  f Z*(f, Х;0,Ξ') dN----- Ґ  ... r 3m3 u0(x  +  C t1/{2b\
JRN οζί··· дЦЗіт Jo JO V

n  +  хт , +  т щ ,у 2 + yf  h +  ^  +  , '(< *+ »/ (“ >,

№ + y w , + +  ί ί| ί !  +

Проінтегрувавши частинами, матимемо

(ί,Χ) = (-l)«t«3/W f  /Й... /"3"3„0(x + C'tV(26)....
7rn ... дг]3щ Jo Jo v 

(2 1
УЗт3 +У2?«з  ̂+  УІПІ3-2 +  7 х?и3̂3 — //3̂ ^ 6ί,+1̂ 2ί’^ ίίΞ/ί/Ξ =  Ι\ +  І2  +  Ι3,

t2 
2 ' 6

де /] — інтеграл по області, для якої виконується хоч одна із нерівностей

(13)

|£s I ^ Bs, І 77/у І > В,у, s — 1 , 2 , ,  п, z — 1,2,3, у — 1,2 ,..., νί;·,

І2 — інтеграл по області {0 < hs <  |£s| <  Bs, 0 < hv < \η·η\ <  В,·/}; Із — інтеграл по області

{ I Cs І ^  hs,  17(71 — ^ І / } ·

Оскільки
dNZ*(t, X; 0, g )  

d£l · · · 573m3
< CNr N3/(2i’) ^ { _ c | E|‘?},

то звідси випливає, що можна вибрати великі Bs, Βη і достатньо малі hs, hjj, залежні тільки 
ВІД £, що для всіх X і t виконується

К і І< ф г 3|<|.

Перейдемо до оцінки /2. Позначимо

*,(3 ) = f \ . .  /oft"3 u„(x +  +  y f t  +  £ ^  +  ^  +  , ' , ( » + 1)/(21' ) ) rfa.

Зробивши заміну змінних

х +  =  я ,у ,+  χ(') +  ( ' „ ( ( » + « / ( » )  =

№ +  у ? 1» +  +  , '(< *+ »/ (» )  =  « 2,

уз + у'31< + ^  + ^  + ^ (“ +1І/(2Ь,) = Л3'
^>(Ξ) запишемо у вигляді

- * l l + C l l f 1/(26) !/3ra3 + . l/2m3 f+ )/ lm 3 V + ^ 3 m 3 ^- +  f/3m3 ^ 6i7+1^ * 2f’ '

# (Ξ ) =  iN3/(2b) J  ... j  u0(A)dA.

11 }/Зш3 + У 2 т 3 ^ + У і т 3 Т + Хт 3  V

Оскільки uo(X) має кутові граничні середні, то для будь-яких X, |Х| < K, t > N0, 
\g t ( ZM l l  · · ■ ?/3т з ґ 1 < δ виберемо

' Ν  '
CN C3 ( І І ·” · І І вч JKN exp{-co\A\1}dA

тому |ί2| < §, a \u(t,X)\ < ε.
Необхідність умови теореми доведемо методом від супротивного. Нехай

і( t, X) — f  Z(t,  X -, 0, i —У 0, t —у оо, 
Jrn

рівномірно по X, а початкова функція uq{X) не має рівномірного граничного середньо­
го (12), де / =  0. Це означає, що знайдеться таке εο > 0, що для будь-якого додатного по 
знайдеться В > щ і така точка М ,  що

Ш  L m u° ^ dl > εο,

де Vq4 — куб зі стороною В і центром у точці м .
Оскільки ф.р. Z(t, X; 0,0) можна записати як

Z (f,X ;0,0 ) =  r N3/(2b)z  1 ^ χ Γ υ ^ \  (у! +  χ ^ ή Γ ' (2b+V/(2b)/

(y2 +  y f :h +  r (4b+1)/(2fc), (уз +  y f  } f +  ~ ~  2 +  ^ - )  ,



де Z\ — ціла функція вказаних аргументів при t > 0, і

[  Z ( t ,X ; 0, 0)dx =  f  Z l (A)dA =  1, [  Z x{A)dA =  f  Z 1( A ) dA+  f  Z x(A)dA,
J rn J r n Jvb* Jrn - vb*

Vq* — куб зі стороною В*, що

[  Z\(A)dA < ί  Ζλ(Α)άΑ >  1 -  Ц-.
JvB, 4 Jrm~vb* -  4

Після відповідної заміни змінних інтеграл Пуассона запишемо у такому вигляді:

u(t ,X)  =  j  Ζ ](Λ )«ο  ( *  +  octl/(2b\ ι/ι +  x ^ t  +  β 1^ 21,+ι /̂

+
R N - V B

1/2 +  yl2|f +  ^  +  fc i(4i,+I)/(2b),y3 +  y f  ( +  ^  +  ™  +  ίί3ί<“ +Ι|/12',|).ίΑ

J  Z j ( A ) uq^x +  a t 1^i2bK i / ] +  +  /5if'2f,+1*/*2i,*,y2 +  y® f +  +  j52i14i’+1^*2i’*,

-Vb*

Уз +  y23)f +  +  β 3t{eb+1)/{2b))dA =  h +  I2.

Для простоти будемо вважати, що |«o(X)| < 1/ вибрано так, що \h\ <  §.
Виберемо послідовність »о °°/ за нею знайдемо послідовність В ^  —> оо і ЛЛщ такі,

що At,-(;t))| > £()/ та означимо послідовність tl(k̂  =  ί щ^Вцк) ) . Розглянемо

N~ /  Mi{k)u(ti{k)>X)dX =  I  Z i (A)dAS(Bi k̂) ,Mj ( ] c))
i(k) VBi(k) ■ »*

-  x z,(̂  jsL- [//■«» “»(*+ *+*(1,(+λ*(“+,,'1”).
z J4 )

y2+yi2)i +  +  fc£(4b+1)/(2b),y3 +  ŷ 3)i +  +  /33i (6b+1)/(2b))rfX

-  X -,<„ « . ( χ ν » ]  j -  *  іь і«

1
Ж  ,

Із цієї нерівності випливає, що в кожному кубі є хоча б одна точка Х(к), у якій

u(t(ку Х(к)) >  |/ а i(fc) —> °°/ ЩО суперечить рівномірній збіжності. □

Зауваження. Прип =  щ, п2 =  п3 =  0 одержимо результат робіт [2, 6].
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Исследуется стабилизация интеграла Пуассона для уравнений типа Колмогорова, что име- 
ют три группьі переменньїх, за которьіми єсть вьірождение параболичности.
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ЗАУВАЖЕННЯ ДО ДОСТАТНІХ УМОВ НАЛЕЖНОСТІ АНАЛІТИЧНИХ 

ФУНКЦІЙ ДО КЛАСІВ ЗБІЖНОСТІ

Мулява О.М., Шеремета М.М. Зауваж ення до достатніх умов належ ност і аналітичних функцій 
до класів збіж ност і // Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. — С. 298-304.

Добре відомо, що якщо тейлорові коефіцієнти /j. цілої функції / задовольняють умови
00

ІЛИ Л+1І /* + 00 ПРИ  ̂ 00 і Σ  \fk\ Q <  + °° ' то / належить до валіронового класу збі-
п= 1

жності. Доведено, що у цьому твердженні умову ІЛ І/ІЛ+1І + 00 можна замінити умовою 
( lk ~ ik + i / ll)\fk\/\fk+\ +°°/ Ае додатна послідовність (lk) така, що s / k / h + i  ж 1 при k 00 · 
Подібні результати отримано для інших класів збіжності цілих та аналітичних в одиничному 
крузі функцій.

Ключові слова і фрази: ціла функція, аналітична в крузі функція, клас збіжності.
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Вс т у п

Для степенового ряду
ОО

/(2) =  £ / * 2* (1)
/с=0

з радіусом збіжності R [/] Є (0,+оо) іО < r < +оо нехай M (r , f )  =  max{|/(z)| : |z| =  r}.
, τ·—Якщо R\f] — + 00, тобто / — ціла функція, то величину о =  lim ------ ----------назива­

ють ї ї  порядком, а за умови 0 <  ρ <  + оо  належність до валіронового класу збіжності
означають [10] умовою

Г°° In M (r , f )  , ,.ч
/ ---- -< + 00· (2)
Jr0

З доведеної П.Камсеном [4] теореми про належність цілого ряду Діріхле до класу збіжно­
сті випливає такий результат.

Теорема 1. Для того, щоб ціла функція (1) належала до валіронового класу збіжно­
сті необхідно, а у випадку; коли \ f k | / \fk+i \ / *  + оо  при ko <  к оо, і достатньо, щоб

L  \fk\t,<! < +»■
n= 1

@  Мулява О.М., Шеремета М.М., 2013

Якщо функція / аналітична в одиничному крузі D  =  {z  : jz| < 1}, то порядок її зрос-
n г;— In In МІГ, f ) n

тання переважно вводять за формулою p — lim — —̂7-----а за умови 0 < ои < +оо

належність до класу збіжності означають [2] умовою

ГІ

/о

З доведеної в [2] теореми випливає наступний результат.

/'./о
(1 — τ)ρ° Чп-1- M(r, f )dr  <  + 00. (3)

Теорема 2. Для того, щоб аналітична в Ю функція (1) належала до означеного умовою 
(3) класу збіжності необхідно, а у випадку, коли \fk | / \fk+\ \ /* 1 при k —>· оо, і досить, щоб

У запропонованій замітці буде показано, що у теоремах 1 і 2 умову неспадання по­
слідовності можна замінити дещо слабшою умовою. Подібну заміну можна здійснити і у 
випадках узагальнених класів збіжності.

1 Д о п о в н е н н я  т е о р е м  1 12

Почнемо з цілих функцій.

Теорема 3. У теоремі 1 умову \fk\/\fk+i\ /* + °° при k —» 00 можна замінити умовою

lk -\ h + \  _ ]р \ _  -i-σο прико <  к —> оо, де додатна послідовність (М  така, що 
Ік \ік+і\

0 < lim у/Ік/Ік+\ <  lim sjlk/lk+i <  + 00. (4)
к-̂ 00 к->оо

Аоведення. Нехай / (ζ) =  ΣΤ=ο hzk- Тоді степеневий ряд

00 /
о,(17 «  = Σ  г - л +iz* 

к= 0 Ік+1

називається [3] похідною Гельфонда-Леонтьєва. Якщо /(z) =  ez, то Dj''/ (ζ) =  / '(ζ). За­
уважимо, що не завжди радіус збіжності похідної Гельфонда-Леонтьєва ряду (1) збігає­
ться з радіусом збіжності цього ряду, а [5, 6] умова (4) є необхідною і достатньою умо­
вою для того, щоб рівності R[f] =  +00 і R [ D ^ f ]  =  +00 були рівносильними. В [6] до­

ведено, що за умови (4) / і D ^ f  належать до валіронового класу збіжності одночасно. 

За теоремою 1 для того, щоб D j f  належала до валіронового класу збіжності досить,

щоб к̂~1!к+1 ,1 , /* +00 при k o < k - ^ o o i Y ^ f  J^-\fk+i\) < +°°· 3 (4) випливає,
Ч  ІД+1І к = 1 \ 1к+1 )

00
що остання умова рівносильна умові ]П \fk+l\k/Q < + 00. Оскільки f k —> 0 при к —> оо,

то \fk+i\Q/k =  \fk+i\Q/i-k+1) \fk+i\q/k~Q/{k+1) < \fk+\\Q/{k+1) для всіх к > к0, тобто з умови
ОО 00
E \fk\k/Q <  + °° випливає умова £  \fk+i\k/q < + 00. Теорему 3 доведено. □

п= 1 и=1

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:m_m_sheremeta@list.ru
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Для аналітичних в одиничному крузі функцій правильна наступна теорема.

Теорема 4. У теоремі 2 умову |/fc|/|/jt+i| 1 прико < к —> оо можна замінити умовою

h -ih + i \fk\ у , і  прико <  к -> со, де додатна послідовність (/*.) така, що
її ІЛ+і

о < lim У //с -----  <  lim -  -у . -----<  +оо. (5)
fc._5.oo +  l )W l  fc->oo (fc +  l)/fc+l

Аоведення. В [7] доведено, що за умов (5) аналітична в D  функція (1) та її похідна Гель- 
фонда-Леонтьева належить чи не належить до означеного умовою (3) класу збіжно­

сті одночасно. За теоремою 2 для того, щоб d } 1̂ / належала до цього класу збіжності

досить, щоб ^ ± 1 - Ж  /Ч прик0 < к оо і Д  (J- 1п+ ІЛ+11 )) < +°°· Але 3

огляду на (5)

,0де С — додатна стала, і оскільки ρυ > 0, то

0° /1П+ |/J\e
Тому остання умова випливає з умови X] І ----------- - ) < +оо. Теорему 4 доведено. □

п=\ V к  )

2 У з а г а л ь н е н і  к л а с и  з б іж н о с т і

Через L0 позначимо клас таких додатних неперервних зростаючих до +оо на [хо, +оо) 
функцій а, що а ((1 +  о(1 ))х ) =  (1 +  о(1))а (х ) при х -> +оо. З наведеної у [8] теореми 1 
випливає наступний результат.

Теорема 5. Нехай a — вгнута неперервно диференційовна на [хо, +оо) функція, а(ех) Є
β  ̂(х)

L0, оі'(х +  0 ( 1 ) )  х  я'(х) прих  —> +оо, а функція β Є 1° така, що > h > 0  для х >  хо

00 ос(х)і J —’-^-dx <  +оо. Тоді для того, щоб для цілої функції (1)
1 Р\х)

і;

a(ln M ( r , f ))
rn ( - dr < + ~  (6)rβ(In r)

необхідно, а у випадку, коли послідовність ( |Л I / ΙΛ + ι) А л я  k >  ko e неспадною, і досить, 
щоб

щ ) < + « > .  ) · <7)
Jc=1

За у в а ж е н н я  д о  д о с т а т н іх  ум о в  н е з а л е ж н о с т і д о  к л а с ів  з б іж н о с ті 301

З іншого боку, в [6] доведено, що якщо ос Є L0 і β Є L0, то за умови (4) ціла функція (1) 
та її похідна Гельфонда-Леонтьєва належать чи не належать до означеного умовою (6 ) 
узагальненого класу збіжності одночасно. За теоремою 5 для того, щоб (1) належала до

цього класу досить, щоб k̂~ ^ k+1 J I A  у» q при ko < k - »  оо і
Щ ІЛ+іІ

(8>

Оскільки β Є L0, то βι((1 +  о(1))х) =  (1 +  о( 1))β\ (х) при х —> +оо, і з огляду на умову (4) 
при k —> оо

1 , h+1 \ - / і .  1 — λ -  ^  / 1 . 1
βΐ τ:1η =  Μ  Τ7-Τ +  ° (1 ) =  (1 +  0(1)) 7— 7 1ηΛ  /itl/it+iiy ΙΛ+ιΙ / U  +  i ΙΛ+ιΙ/

то з (7) випливаває (8), і, отже, доведено наступну теорему.

Теорема 6. У теоремі 5 умову \ f k \ / |/fc+11 /* +со при ko < k —» оо можна замінити умовою 

lk- ^ +1 , j/1̂ . -l-оо прико < к —> со, де послідовність (/*-) задовольняє умову (4).
ІЛ+11

Для аналітичних в одиничному крузі функцій наслідком з теореми 2 з [8 ] є наступний 
результат.

Теорема 7. Нехай функція а така, яку  теоремі 5, а функція β Є L° задовольняє умови
β1 (х)х^гг\—  2 > /і > 0 для х >  хп 
jS(x)

одиничному крузі функції (1)

( х' )  оо Ос(х')
х~·,—:—  2 > /i > 0 для х >  хп і Г  -ry— dx < + 00. Тоді для того, щоб для аналітичної в

β(χ) Jx° β(χ)

J "Jr0

i(ln Mf ( r ) )
v /v "  -rfr<+oo (9)

( l - r ) W - r ) )

необхідно, а у випадку, коли послідовність (|Л-і/ЛІ) Аля k > ko є неспадною, і досить, 
щоб

k \ л , ч Г°° der00 i  k \ /·< 

£ * ' ( Ч А ( ь ? ш ) < + ~' Мх) = 1 β(νΥ
(10)

З іншого боку, з доведеної в [6] теореми 5 неважко отримати, що якщо функції я і β 
задовольняють умови теореми 7, а

0 < рі < ~  < Р2 <  + 00, (И)
k

то аналітична в D функція / та її похідна Гельфонда-Леонтьєва Dj1 (/) належать чи не 
належать до означеного умовою (9) узагальненого а;/S-класу збіжності. За теоремою 7 для

того, щоб Di1̂ / належала до цього класу досить, щоб —— 0 для /со < k -> оо і
'fc ІЛ+11

Е я Ч *)/*1 ί 7 +777 77~ 777--- т т )  < +°°· (12)
Jt=l ln+ ((/fc//fe+i)|/fc+i)|)
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Але з огляду на (11) маємо 1п+ ((/̂ //*:+і)|Д+і)|) =  ln+ |/fc+1| +  0(1) при к -)· оо і, оскільки 
β ι ( (1  +  о(1 ))х ) =  ( І  + ο (1) )β ι (χ )  прих -> +оо, то

β ι  (1 +0 (1 )№  ( iМ  \fk+l I.

при k ->■ oo. Тому з (10) випливає (12), і, отже, доведено наступну теорему.

Теорема 8. У  теоремі 7 умову \fk\/\fk+i\ /  + 00 прико < к -> оо можна замінити умо-

в о ю 11^ ±
h

умову (11).

вою Ік ^ +1 Ψ-  /~ + оо  прико < к -+ ОО, де додатна послідовність (1к) задовольняє
ік ІЛ+11

З Ф -КЛАС  ЗБІЖНОСТІ ЦІЛИХ ФУНКЦІЙ

Через Ω позначимо клас таких додатних необмежених на (—оо, +оо) функцій Ф, шо 
похідна Ф' є додатною, неперервною і зростаючою до +оо на (—оо, +оо). Як в [1] будемо 
говорити, що ціла функція (1) належить до Ф-класу збіжності, якщо

гJr0
Ф '(1п r) \n M ( r , J ) dr < (13)

гФ(1п г)

З доведеної в [9] теореми 1 випливає наступний результат.

Теорема 9. Нехай Ф Є Ω і

0 < h <  -  Н <  +0°' * -  *°- ^  (Ф ' ( * ) ) 2

Тоді для того, щоб ціла функція (1) належала до Ф-збіжності, необхіддо, а у випадку, 
коли послідовність ( \fk-i I  fk І) £ неспадною для ко < k > ко, і досить, щоб

ОО 1

< + 00. (15)
к=1 ф' I I In —  

\к Ш

З іншого боку, в [6] доведено, що якщо

[°° Ф' (х)\п Ф '(х )  ,
/ L ,  \ ~ dx < + °°' (16)
Jxо Ф2М

а послідовність (Ік) задовольняє умову (11), то ціла функція / та її похідна Гельфонда-
Леонтьєва D W належать чи не належать до Ф-класу одночасно.

Зауважимо, що з (14) випливає (16), бо, інтегруючи частинами, отримуємо

Л„ ф2(х) Jxo V 4>W.
roo φ "(χ ) ф'(х)

<  /  Х 7 7  \ d x  +  c o n s t  ^  /  л ч 7 7 \ d x  +  c o n s t ·- J Xo Ф (ж)Ф(х) Jx о Ф2 (х)
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Тому за теоремою 9 для того, щоб D ^ f  належала до Ф-класу збіжності, досить, щоб

- - - - -  j Ζ 1 0 при к0 < к -+ оо і

ОО

к=і ф/ [ 1 In __W l__^
<  +оо. (17)

Але з огляду на (11) маємо γ In ,^+1 „  =  γ f i n  т-Д-- +  0(1)^) =  · In . 1 при
k lk\fk+1)\ к \  \fk+1\ 7  fc +  1 |/fc+1| F

< к -> оо. Тому, якщо Ф' Є L0, то з (5) випливає (17), і, отже, доведено наступну теоре-

Теорема 10. Якщо Ф' Є L0, то у  теоремі 9 умову |/*|/|/*+і| /* + 00 прико < к -> оо можна 

замінити умовою -jffi + оо  при /c q  < к —> оо, де додатна послідовність (Ік)
Lk ІЛ+11

задовольняє умову (11).

4 З а у в а ж е н н я

Покажемо, що існують такі послідовності ( fk) і (Ік), що умова \fk\/\fk+\\ /* + °° ПРИ

< к -> оо не виконується, але ^ -± ·· ]/^ Z  +°о при <  к -+ оо і / належить,
Ік ІЛ+11

наприклад, до валіронового класу збіжності.
Нехай (£„) — досить швидко зростаюча послідовність натуральних чисел, наприклад,

fc«+i -  кп >  5, а Л  =  ( ^ 2̂ )  Для 2 < к ф kn і f kn =  за фор­

мулою Адамара ціла функція / з такими коефіцієнтами має порядок ρ =  1. Неважко
оо f ,  L·?· __ i f i

перевірити, Щ О  Σ  \fk\1/k <  + 00· Оскільки у-2- =  -----7̂ ,  то умова |/fc|/|/jfc+l| + °°
* = 1  J k „+ ! ^

при ко < к —> со не виконується і використати теорему 1 для того, щоб показати, що
/ належить до валіронового класу збіжності з ρ =  1 неможливо. Проте, якщо вибе­

ремо Ік =  1 /к\, то умова (4) виконується, =  ~г— г, і неважко перевірити, що
Ік к + 11 І ґ І

77~ т у г 7----г + °° при ко < к -> оо, тобто за теоремою 3 / належить до валіронового
[K +  lJI/fc+i І
класу збіжності з ρ =  1.

R eferences

[1] Filevych P.V., Sheremeta M.M. On a convergence class fo r  entire functions. Bull. Soc. Sci. Lettres Lodz 53 Ser. 
Rech. Deform. 2003, 40, 5-16.

[2] Gal' Yu.M., Sheremeta M.M. Belonging o f  analytic functions to a convergence class. Dokl. A N  Ukr. SSR, Ser. A  
1985, 7,11-14. (in Russian)

[3] Gelfond A.O., Leont'ev A.F. On a generalisation o f  Fourier series. Matem. Sbomik 1957, 23 (3), 477-500. (in 
Russian)

[4] Kamthan P.K. A theorem o f  step functions. Istambul Univ. Fen. Fac. Mecm. 1963, 28, 65-69.



[5] Luhova L.L., Mulyava О.М., Sheremeta М.М. Properties ofHadamard's compositions ofGelfond-Leont'ev derivati­
ves fo r  analytic functions. Ufa Math. J. 2010, 2 (32), 90-101. (in Russian)

[6] Mulyava O.M., Sheremeta M.M. On belonging o f  Gelfond-Leont'ev derivative to a convergence class. Sci. Bull. 
Chernivtsi Univ. 2009, 485, 71-77. (in Ukrainian)

[7] Mulyava O.M., Sheremeta M.M. Belonging to convergence classes ofHadamard's compositions o f  Gelfond-Leont'ev 
derivatives fo r  analytic functions. Carpathian Math. Publ. 2012, 4 (1), 11-115. (in Ukrainian)

[8] Mulyava O.M. Convergence classes in the theory ofD irichlet series. Dopovidi N AN  Ukraine, ser. A 1999, 2,35-39. 
(in Ukrainian)

[9] Mulyava O.M., Sheremeta M.M. On a convergence class fo r  Dirichlet series. Bull. Soc. Sci. Lettres Lodz 50 Ser. 
Rech. Deform. 2000, 30, 23-30.

[10] Valiron G. General theory of integral functions. Toulouse, 1923.

Надійшло 29.08.2013

Mulyava O.M., Sheremeta M.M. Remarks on sufficient conditions o f  belonging o f  analytic functions to 
convergence classes. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 298-304.

It is well known that if Taylor's coefficients f n of an entire functions / satisfy the conditions
OO

\fk\/\fk+l\ + 00 as k —»■ 00 and £  \fk\Q/k <  + 00 then f  belongs to Valiron convergence class. It
k=l

is proved that in the statement the condition \fk\/\fk+i\ / *  + 00 one can replace on the condition 
lk-\lk+-[lk 2\fk\/\fk+\\ /* +°°/ where (I j.) is a positive sequence such that { / lk / lk +г ~  1 as k —> oo. 
Analogous problems are solved for another convergence classes of entire and analytic functions in 
the unit disk.

Key words and phrases: entire function, analytic function in a disk, convergence class.

Мулява O.M.,Шеремета M.H. Замечания о достаточньїх условиях принадлежност и аналитиче- 
ских функций классам сходимости // Карпатские математические публикации. —  2013. — Т.5, 
№2. —  С. 298-304.

Хорошо известно, что если тейлоровские козффициентьі f„  целой функции / удовлетво-
оо

ряют условиям \fk\/ \fk+i І У 1 + °°  при k -¥ сой £  \fk\° < +°°/ то / принадлежит валиронов-
к—1

скому классу сходимости. Доказано, что в зтом утверждении условие \fk\/\fk+i \ / *  + °°  можно 
заменить условием ^ - і^ + і^ ІЛ И Л + і І  +°о, где положительная последовательность (Ік) 
такая, что ^/Ік/ І к+1 х  1 при к - ї  со. Аналогичньїе задачи решеньї для других классов сходи­
мости цельїх аналитических в единичном круте функций.

Ключевьіе слова и фразьі: целая функция, аналитическая в круге функция, класс сходимо­
сти.
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О в ч а р  І .Є .1, С к а с к ів  О .Б .2

ОДИН АНАЛОГ НЕРІВНОСТІ BIMAHA ДЛЯ ІНТЕГРАЛІВ ЛАПЛАСА, ЗАЛЕЖНИХ 

ВІД МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Овчар І.Є., Скасків О.Б. Один аналог нерівності Вімана для інтегралів Аапласа, залеж них від м а­
лого параметра // Карпатські математичні публікації. —  2013. — Т.5, №2. —  С. 305-309. 

Встановлюються асимптотичні оцінки зверху інтегралів типу Аапласа.
Ключові слова і фрази: нерівність Вімана, інтеграл Лапласа-Стілт'єса, ряд Діріхле.

1 Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу, Івано-Франківськ, Україна
2 Львівський національний університет імені Івана Франка, Львів, Україна

Нехай f ( u )  — довільна невід'ємна вимірна функція на R+ := [0; +оо), a v — така 
зліченно-адитивна на R+ міра з необмеженим носієм, що v ({x : 0 < x < Ь}) <  +оо для 
кожного b >  0. При цьому через v(E) позначаємо і/-міру і'-вимірної множини E C IR+,
тобто v(E) =  JRfnE v(dx), a v(a,b] := v({u E R+ : a < u < b}). Розглянемо функції F(x),
визначені на R_ := (—оо;0) за допомогою збіжного для всіх х Є IR_ інтегралу

F(x) =  [  f (u)exuv(du). (1)
J R-f.

Через Tq(v) позначимо клас функцій F вигляду (1).
Нехай L — клас додатних неперервних на [0, +оо) функцій ψ(ί) таких, що ip(t) /* +оо 

(0 < t —> +оо); L\ — клас функцій ψ Є L таких, що J0+o° < +оо.
Для вимірної множини £ С К -  її логарифмічною мірою називаємо величину

"ita (Ε) : =  /
ІЕП[—1,0) |х|

Нехай supp v — носій міри v в JR_|_, тобто така замкнена множина E =  supp v, що
v(R + \ £) =  0 і v({u Є R+ : Іи — щ\ < г }) > 0 для кожних щ Є £ і r > 0.

Для х < 0 та F Є 1q(v) позначимо

/i*(x) =  sup{ f (u)exu: и Є suppv}.

У статті [3] знайдено достатні умови, за яких виконується співвідношення

F(x) < (d +  ο(1))μ*(χ)

при x —> — 0 зовні деякої виняткової множини нульової асимптотичної /г-щільності у 
точці х =  0 [3]. При цьому множина £ C R -, яка має скінченну логарифмічну мі­
ру, має також нульову асимптотичну /г-шільність у точці х =  0 для /г(х) ξ  х , тобто 
JЕп[.г 0) dx =  ° (М ) — 0). Метод доведення згаданого щойно твердження є близьким
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до методу доведень з [5, 6 ], який по суті експлуатує ту ж ідею використання ймовірнісної 
нерівності Б'єнеме-Чебишова, що й у П. Розенблума [4]. Власне, доведення базується на 
використанні такої нерівності [3, нерівність (2 )]:

F(x)  < — [  exuf(u)v(du),  (2)
c  — 1 J

\x-g'{x)\<y/cg"{x)

яка виконується для ВСІХ X <  0 і для будь-якої функції с =  с (х) >  1, де g(x) =  ln f(.r).
З нерівності (2) нескладно отримати таке твердження.

Твердження 1. Нехай F Є Tq(v) і виконується умова

(Зеї > 0)(3с2 > 0)(\/я >  0 )(V£» Є (0 ,я )): v(a -  b,a +  b] <  cxb +  c2. (3)

Тоді для кожного ε > 0 існує така множина E С (—оо;0) скінченної логарифмічної міри,
тобто пцп(Е) <  + 00, що для всіх х Є [-1,0) \ Е виконується нерівність

а д ^ ( Ч т г ) Г + ‘  <4)

Аоведення. З нерівності (2) за умовою (3) отримуємо

F ( x )  <  ^ j H * ( x ) ( c i y / c g " ( x ) + c 2). (5)

Для функцій ψ Є L\, h Є {g(ar), #'(■*)} означимо множину E(h) := {х < 0: W (х) > 
tp(h(x))/\x\}. Тоді

,л/1,. [  dx  ̂ f h' (x)dx  ̂ f  du
m\n(E(h))  =  τ—г < / ТГ7 τγ < / , / τ < + 00·

JE(h) |ar| JE(11) Ψ (Μ *))  '/R+ Ψ ( η )

Отже, m\n(E(g) U E(g' ) )  < +00 і для всіх х Є [-1,0) зовні множини скінченної логари­
фмічної міриg"{x)  < Γ̂\Ψ(-̂ \Ψ(8 (Χ) ) ) ·  Вибираючи xp(t) =  tl+s,c (x ) ξ  2, a δ >  0 достатньо 
малим, з (5) отримуємо, що при х ->■ -0  (х £ E(g) U E (g'))

-  |х[і/2+£/2 («?(Χ)/ 1Χ1)1/2+£/2̂

звідки вже елементарно отримуємо потрібне співвідношення. □

На те, що показники степенів Ι +  ε ίΙ/ 2  +  ев нерівності (4) одночасно не можна, вза­
галі кажучи, замінити на числа менші, ніж 1 і 1/2, вказує таке твердження.

Твердження 2. Для кожної міри v такої, що (Ух Є К _ ): /R exp{ux}v(du) <  +оо ї
виконується умова

(Зеї > 0)(3с2 > 0)(Vfl > 0)(Vb Є (0,я)): v(a -  b,a +  b] > cxb +  c2, (6)

іс н у є  ф у н к ц ія  F  Є 1 q ( v ) ,  д л я  я к о ї
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Зауваження 1. Умови (3) і (6 ) виконуються у випадку, коли v — міра Аебега на прямій. 
Про умову (3) те ж саме можна сказати і у випадку, коли міра v має вигляд v(0, t] =  
1(0,ή du/l(u), де I eh .

Аоведення. Розглянемо інтеграл вигляду (1) з f ( u )  =  exp{u6}  (u > 0), тобто

F(x) =  f  eĥ v ( d u ) ,

де h(u,x) — u£ +  xu, ε Є (0,1). Зрозуміло, що F Є I q ( v ) .  Справді, при фіксованому х <  0 
для всіх достатньо великих u >  uq маємо u£ < u\х\/2, тому за умовою

Г м0 г
F(x)  <  / eh(̂ u’x)v(du) +  / exu/2v(du) < +оо.

JO JR+

Крім цього, очевидно, що m in {F(x),/<*(*)} —» +оо (аг —у -0 ).
Зауважимо тепер, що для кожного х  <  0 точку и ( х )  максимуму підінтегральної фун­

кції знаходять з рівняння h'u(u,χ) =  ε · u — |х| =  0 і, отже,

u(x) =  (ε/|χ|)1/(1” ε), Inμ*(χ) =  h(u(x) ,x)  =  (1 -  ε ) ( « (χ ) )ε =  (1 -  є)(ε/|,r|)ε/(1“ ε). (8)

Оскільки h"(u, χ) =  ε(ε — 1) · ιιε~2, то за формулою Тейлора з залишковим членом у фор­
мі Лагранжа

* / , , , , . . ε(1 — ε) (u — u(x ) ) 2
h(u,x) = h(u(x),x)----- — —  + e(„ _ „ ; T)))2_t, β € (0,1).

Тому, якщо вибрати v =  v(x) — (ζ/(χ) ) 1_ε/2 (x < 0), то v(x)  =  o(u(x) )  (x -> -0 ) і, отже, з 
умови (6) при x —»■ — 0 отримаємо

d  \ ^  ( \ ί  ί  ε( 1 ~ ε) ( w - « ( x ) ) 2 Ί , ,  чF (x )> } u ( x )  / exp < -------  ----  — —----- , }v(du)
J(u(x) — v,u(x)+v] \ 2 {u(x)  +  9(u — l l (x) ) )2 ε $

/ n , ( ч / \ t \ \ / m f ε(1 — £)(1 +  o (l)) Ί (9)>}i*(x)v(u(x)  — v(x), u(x) +  y(x)j exp < -----------J>

> c t y * ( x ) ( c \ v ( x )  +  c2) (x  ->  - o ) ,

де сз =  exp{ —ε(1 — ε)/3}. З рівностей (8) випливає, що

ό{χ ) =  (ε/|χ|)(1_ε/2)/(1_ε> =  ε(1_ε/2)/(1_ε)—  =  |^-(1η^*(χ ) ) 1/2

позаяк (1 — ε/2)/(1 — ε) — 1 =  ε/(2(1 — ε)), де Се =  ε/y/l — ε. Залишається зауважити, що

Inf/*(аг) = (1 +ο(1))1η(/ί*(χ)/|χ|) (χ -0), 

тому з (9) остаточно отримуємо, що

Μχ) (μΛχ)\\ι/2Υ 1

□
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Зауваження 2. Нескладно помітити, що якщо міра v задовольняє умову (3ε Є (О Д )): 
limf_>+00 v(f -  ί1-ε/2, t +  ί1-ε/2] /t =  + 00, то для функції F з доведення Твердження 1 ни­
жня границя в (7) дорівнює +оо.

З твердження 1 отримаємо наслідок для абсолютно збіжних у півплощині По := 
{z : Re z < 0} рядів Д іріхле вигляду

+ 0 0

F{z) =  £  FnezA", (10)
n= 0

де (Л„) — така послідовність, що 0 =  Ло < ... < А„ < А„+і - »  +оо (1 < η —> +оо). 
Для цього досить, як і в [3], вибрати таку міру v, що і/(£) =  Елпє£^л„(Е), ДАя к о ж н о ї  

обмеженої множини £ C R+, де δχ — одинична міра Дірака, зосереджена в точці А, і 
застосувати Твердження 1 до ряду Діріхле

OTt(<r,F) =  Σ Ϊ Ζ  If » K A" =  У  Цсг),

де f  — невід'ємна функція така, що /(А„) =  |F„| і f ( x )  =  0 для всіх х І. {А „ : η >  0}.

Тоді μ*(σ, Ι )  =  μ[σ, F) d=  {\F„\εσλη: η >  0 }. Звідси негайно за допомогою нерівностей 
/i (сг, F) < M(cr, F) < Wl(cr,F) отримаємо, що

(11)

при х —» — 0 (х І  £, m\n(E) < +оо), за умов Твердження 1. Залишається зауважити, що 
умови Твердження 1 для функції І (х)  виконуються як тільки

(Зеї > 0)(3с2 > 0)(Vfl >  0)(Vb Є (0,a)): n (a +  b) -  n (a +  b) <  c\b +  c2, (12)

де n(t) =  Ελ„<ί 1 — лічильна функція послідовності (Аи). Отже, отримали такий наслі­
док.

Наслідок. Нехай для абсолютно збіжного у півплощині По ряду Аіріхле вигляду (10) 
виконується умова (12). Тоді для кожного ε >  0 нерівність (11) виконується при х —>■ —0 
(х І  E, m\n(E) <  + 00).

Якщо цей наслідок застосувати до функції F(s) =  f (es), де /(z) — аналітична в оди­
ничному крузі D  =  {z: jz| < 1} функція, задана степеневим рядом вигляду f ( z )  =  

з радіусом збіжності Ri f )  =  1, то отримаємо таке твердження (див., напри­
клад, [1, 7]): для кожного ε > 0 існує така множина E С (0,1) скінченної логарифмічної 
міри, тобто JE γζ-j. <  +со, що для всіх r Є (0,1) \ Е виконується такий аналог класичної 
нерівності Вімана:

М/М £ ( Г Г 7 ^ 1п1/2+ет=7-
д е Mf{r )  =  max{|/(z)|: |z| =  r}, μ ^ τ) =  тах{|д„|г'г: η >  0 }.

Варто також зауважити, що для абсолютно збіжних у півплощині По рядів вигляду
(10), невід'ємна послідовність показників яких задовольняє лише умову

sup{A„: η >  0} =  +со

А н а л о г  н е р і в н о с т і  В і м а н а  л л я  ін т е г р а л і в  А а п л а с а ,  з а л е ж н и х  в ід  м а л о г о  п а р а м е т р а  309

(тобто, зокрема, може мати будь-яку кількість скінченних точок скупчення), у статті [2 ] 
знайдено умови на послідовність ( \Fn \), за яких нерівність вигляду

M(x,F)  < μ(χ,Ρ) (1ημ(χ,Ρ) ) ί>

виконується для всіх х < 0  зовні деякої множини скінченної логарифмічної міри і є непо- 
кращуваною. Повні аналоги останньої нерівності нескладно отримуються для інтегралів 
вигляду (1), що є скінченними для всіх х Є 1R, з тверджень, які доведено в [5, 6 ].
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I n t r o d u c t io n

Prime numbers are of fundamental importance in mathematics in general: there are few 
better known or more easily understood problems in pure mathematics than the question of 
rapidly determining whether a given number is prime or composite. Efficient primality tests 
are also useful in practice: a number of cryptographic protocols need big prime numbers.

In 2002 M.Agrawal, N.Kayal and N.Saxena [1] presented a deterministic polynomial-time 
algorithm AKS that determines whether an input number n is prime or composite. It was 
proved [4] that AKS algorithm runs in (logn)7'5+o(1) time. H.Lenstra and C.Pomerance [5] 
gave a significantly modified version of AKS with (log n)6+0̂  running time.

Probabilistic versions of AKS are also known [3] with (log n)4+4,(1) time complexity. The 
Agrawal conjecture [1, 4] was proposed for further improvement of AKS running time. A 
heuristic argument was given [5] which suggests that the above conjecture is false. However, it 
was pointed out [1] that some variant of the conjecture may still be true. A modified conjecture 
is given in [7]. A strongly ascending chain of subgroups of the multiplicative group of a finite 
field appears in this conjecture.

Using results from [8], we obtain in this paper lower bounds on the orders of these sub­
groups.

1 PRELIMINARIES

Let q be a power of an odd prime number p, and Fq be a finite field with q elements. We use 
F* to denote the multiplicative group of Fq. A partition of an integer C is a sequence of non­
negative integers Mi,..., uc such that Цс=1 juj =  C. U (C ) denotes the number of the partitions 
of C. U(C, d) denotes the number of such partitions of C, for which ii\ , uq < d, i.e., each part

©  Popovych R., 2013

appears no more than d times. (v\,..., vk) denotes the group generated by elements v \ , v k, 
and G x H — the direct product of groups G and H. |G| denotes the multiplicative order of 
the group G.

Let q be a primitive root modulo r, that is the multiplicative order of q modulo r equals to 
r -  1. Set Fq(6) =  Fqr- 1 =  Fq[x]/Фг (х), where Фг(х) =  хг~г +  xr~2 +  ... +  x +  1 is the r-th 
cyclotomic polynomial and 0 =  x (mod Фг(х)). It is clear that the equality 0r =  1 holds. The 
element β — 0 +  θ~ι is called a Gauss period of type ((r — l)/2,2). It generates normal base 
over Fq [2 ].

The following strongly ascending chain of subgroups of the multiplicative group appears 
(if to take q =  p is a prime number and r < p) in the modified conjecture [7\:

(0) C (0 +  1) C (0 -1 )  C (0 -1 ,0 +  2).

It was shown in [2], that the order of Gauss period β is at least U( ( r  -  3)/2, p — 1). In [8, 
Theorem 1], this result was improved and generalized, i.e. the following theorem was proved.

Theorem 1. Let q be a power of an odd prime number p,r =  2s +  I be a prime number coprime 
with q,q be a primitive root modulo r, 0 generates the extension Fq(9) =  F r- 1, e be any integer, 
f  be any integer coprime with r, a be any non-zero element in the finite field Fq. Then
(a) 0e(0/ +  a) has the multiplicative order at least U (r — 2, p — 1),
(b) (0_  ̂+  д)(0·̂  + д ) fora2 φ ± 1  has the multiplicative order at least U( ( r  — 3 ) /2, p — 1 ) and 
this order divides q r̂~ 1̂ 2 — 1,
(c) 9~2e(9~f +  д )(0/ +  я) -1 fora2 φ 1 has the multiplicative order at least U( ( r  — 3)/2 ,p — 1) 
and this order divides q(r~ [>/2 +
(d) θβ(θϊ +  a) fora2 φ ± 1  has the multiplicative order at least [U( (r — 3)/2 ,p — l ) ]2/2.

We take to the end of the paper that q — p > 3 is a prime number and r < p.
Explicit lower bounds on the orders of subgroups connected with Agrawal conjecture in 

terms of p and r are of special interest. That is why we use in this paper Theorem 1 and some 
known estimate from [6] to derive explicit lower bounds on the multiplicative orders of (0 +  1), 
(0 - 1) and (0 - 1, 0 +  2 ).

If C < d, then clearly U(C,d) — U(C).  Explicit lower bound on U(C)  for all integers C is 
proposed in [6 ]. According to [6, Theorem 4.2], the following inequality holds for all integers 
C:

exp ( 7T Ji -y/c  )
щ е )  >  \ 3C I  m

2 L o w e r  b o u n d s  o n  t h e  o r d e r s

We obtain in this section lower bounds on the orders of subgroups connected with Agrawal 
conjecture. First of all, it is clear that | (0) | =  r.

Lemma 2.1. (0 +  1) =  (0 ) χ

Proof. Let us show first that (02 +  l )  =  (0 +  1). Since p is primitive modulo r, an integer і 
exists such that pl = 2  mod r. Then (0 +  1)? =  02 +  1 (mod p, Фг(0)). Analogously an integer j  
exists such that pi =  2-1 mod r. Then we have (02 +  l)Pi =  0 +  1 (mod p,Фг(0)).

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Now we show that (0) ■ (0 +  0 "1) =  (02 +  l ) .  Indeed, 0(0 +  0 "1) =  02 +1 and the inclusion
(0) ■ (0 +  0_1) D (02 +  l )  is obvious. As 0 Є (0 +  1) — (02 +  l ) ,  0_ 1(02 +  1) =  0 +  0_1 Є 
(02 +  1) and we have the inclusion (0) · (0 +  0-1) C (02 +  l).

To prove that the intersection of (0) and (0 +  0_1) equals to the trivial subgroup, consider 
the automorphism σ  of the field Fp(0), which sends 0 to 0_1. For every element а Є Fp(0) we 
take t(a) =  a · (<r(a))_1. lt is clear that 4 ab) =  *(а)*(ь) and *(«') =  [*(«)]*- Then it is easy 
to obtain ί((0 +  0-1)" ) =  1 and t(0c) =  02c. Suppose 0C =  (0 +  0-1)" for some integers c,u. 
Use for a =  0C and β =  (0 +  0-1)1' the fact that α =  β implies t(a) =  t(b). Then 02c =  1, and 
therefore c is divided by r and 0C =  1.

Hence, the result follows. Π

As a consequence of Lemma 2.1, we have the following more precisely specified chain of 
subgroups:

(0) C (0) X (0  +  0 -1)  =  (0 +  1) c  (0 -1 )  C (0 -1 ,0  +  2).

Theorem 2. The Gauss period β =  0 +  0” 1 has the multiplicative order larger than

exP ( n \Jlv ^ )
13 (r — 2)

and this order divides p[r^ 1>/2 — 1.

Proof. Since

+  0- y r-1)/2-i =  (0P(r-1)/2 +  0-P(r-,)/2)(0 +  0 - 1) - 1 =  (0 - 1 +  0)(0  +  θ" 1) ' 1 =  1,

the multiplicative order of β divides p(r~1)/2 -  l.The fact that the order of β =  0 +  0-1  =  
0_ 1(02 +  1) is at least U(r -  2 , p -  1) follows from Theorem 1, part (a).

Since p > r, we have r -  2 <  p and Li(r -  2, p -  1) =  U(r -  2). Then it follows from 
inequality (1) that the multiplicative order L\(r) of β =  0 +  0-1  =  0_1(02 +  1) satisfies the 
bound

exp ( π \ / ϊ · ^ - ϊ )
L\{r) > U(r — 2,p — I )  =  U(r  — 2) > ----- \ 3 (r-T 2 )-----Z'·

□

We obtain from Lemma 2.1 and Theorem 2 the following explicit lower bound.

Corollary 2.1. | (0 +  1) | > 12( ^ 2) exP ~ ^  ·

Since (0 +  1) C (0 — 1), the following result is clear.

Lemma 2.2. | (0 — 1) | > 2| (0 +  1) |.

Remark. The order of element 0 +  1 in the case r =  5 and p =  2 mod r divides 2r{p +  1), 
because (0 +  l )p+1 =  (0P +  1)(0 +  1 ) =  (02 +  1)(0  +  1 ) =  03 +  02 +  0 +  1 =  —04, and the 
order o/-04 equals to 2r. On the other hand, one can show that (0 -  l ) 2r(P+1) φ 1.

Taking into account Corollary 2.1 and Lemma 2.2, we have the following lower bound. 

Corollary 2.2. | (0 — 1) | > 13(2r_2) exp sj\-V r -  2^j.

Now we are ready to give the lower bound on the order of(0  — 1,0 +  2).

Theorem 3. I C - U  +  2 ) I > ^ ^ (f . )3f 3) ·

Proof. Recall that the order of F*r-i equals to pr~l — 1 =  (p(r“ 1)/2 — l ) (p (r-1 )/2 +  1 ). The

factors p(r_1)/2 — 1 and p(r -1 )/2 +  1 have the greatest common divisor 2, since their sum equals
to 2p(r~1')/2.

Consider the subgroup of F*r_] generated by 0 -  1 and 0 +  2. This subgroup contains two 

subgroups: first one is generated by β =  0 +  0_1 (because (0 -  1) contains (0 +  1), and (0 +  1) 
contains (0 +  0 -1)), and second one — by 7  =  (0 — 2 )Р ^ 11/2~г =  (0 -1 — 2)(0  — 2 ) -1. 

According to Theorem 2, β has the order that divides p(r_1)/2 — 1 and is at least

exp ( nJ\-yJr - 2

13 (r-2 )

As 22 φ 1 (mod p), according to Theorem 1, part (c) (if to put e =  0, / =  1), the 7  has the order 
that divides p r̂~ 1̂ 2 +  1 and is at least U( ( r  — 3)/2, p — 1).

Construct the element

δ = β27, if /02(p(r 1)72 - 1) =  2,
βΎ2, if p2(p(r~1'>/2 +  1) =  2 .

Obviously the group (0 — 1,0 +  2) contains the subgroup generated by δ. If

p2( p ( r - ' ) / 2 -  i )  =  2,

then (pi''- 1 )/2 — I ) /2 is odd and coprime with p(r-1 )/2 +  1. Clearly the order of β2 is a divisor 
of (p^ - 1)/2 — l)/2. Hence, in this case, we have the following direct product of subgroups
< δ > = <  β2 >  χ < 7  >.

If p2 (p^ -1 ^ 2 +  1) =  2, then (p(r_1)/2 +  1) /2 is odd and coprime with p(r_1)/2 — 1. Clearly 
the order of 7 2 is a divisor of (p(r-1 )/2 +  1)/2. Hence, in this case, we have the following direct 
product of subgroups < δ > =  < β >  x < 7 2 >.

In both cases, the order of δ is the product of orders of β and 7  divided by 2.
Since (r — 3)/2 < p, we have U ((r — 3)/2, p — 1) =  L i((r-3 )/2 ). Applying to Li((r — 3)/2) 

the inequality (1), we obtain that the multiplicative order L2 (r) of δ satisfies the bound

exp ( r c y j l V r - 2  
Ш  > -----\ 3 (r_ 2)------ ’ Щ(г  -  3)/2)/2

exp [ n J l - y / 7 ^ 2 )  exp (7 rJ§-(l +  ^ ) v ^ 3
> -----  Чч----- —li( (r  — 3)/2)/2 >

13(r — 2) "  1 6 9 (r -2 )(r -3 )

This finishes the proof. □
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I n t r o d u c t io n

The main object of our study is energy-dependent Sturm-Liouville equation

- У "  + </У + 2 Ару =  A2y (1)

on (0,1); here А Є C is the spectral parameter, p is a real-valued function in 1.2(0,1) and q 
is a real-valued distribution in the Sobolev space W2_ 1(0,1), i.e. q =  r1 with a real-valued r Є 
Іг (0 ,1). We consider this equation under two types of boundary conditions: the Dirichlet ones

2/(0 ) = y( 1) = 0 (2 )

and the so-called mixed conditions

y(0)=yW(l) + Hy(l)=0,

where H e  IR is some constant and уШ := i/ -  ry is a quasi-derivative of the function у used in 
the regularization procedure due to Savchuk and Shkalikov (see [19, 20] and the next section 
for details). Since primitive of q is defined only up to an additive constant, by replacing r with 
r — H we reduce the above mixed boundary conditions to the following ones:

i/(0) = y[1](l) = 0. (3)

In what follows, we shall denote by ά?ο{ρ,r ) and ~2м(р, r ) the spectral problems (1), (2) and
(1), (3) respectively. Our main aim in this paper is to solve the inverse problem of reconstruct­
ing the potentials p and r given the spectra of Jzfp(p, r) and r).

2010 Mathematics Subject Classification: Primary 34A55, Secondary 34B07, 34B24, 34B30, 34L40,47E05.
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The spectral problem under study often arise in classical and quantum mechanics. In parti­
cular, the equations of the form (1) are used in modelling of the motion of relativistic massless 
particles, in describing the interactions of colliding spinless particles, in modelling of the me­
chanical system vibrations in viscous media etc.

The spectral equation (1) was considered on the line and studied in the context of inverse 
scattering problems (see, e.g. [1, 7, 9, 10, 12, 18, 21], and [5] for a more extensive reference 
list). The inverse spectral problems for (1) with p Є W 2 (0,1) and q Є L2(0,1) and with Robin 
boundary conditions were discussed by M. Gasymov and G. Guseinov in their short paper [3] 
of 1981 containing no proofs. Such problems were also considered in [2, 4,13,14, 22], but only 
Borg-type uniqueness results were obtained therein.

We studied the inverse problems of reconstruction of (1) with potentials p Є L2(0,1) 
and q Є W ^ O , 1) from the spectra of SfD(p,r) and Ум(р> r) in [17] and from one spectrum 
and the set of norming constants in [5]. In this paper, we suggest another method of recon­
structing (1) from two spectra that exploits connection of this problem with the problem of 
reconstructing (1) from one spectrum and the set of norming constants.

Namely, given two sequences λ and μ, which are supposed to be the spectra of .2b(p, r) 
and J*?m (p,r) with the sought potentials p and q — r', we construct another sequence, which 
turns out to consist of the norming constants for ^o(p, r ) .  Then, using the results of [5], we 
reconstruct the potentials p and q of (1) such that A is the spectrum of (1), (2) with these p 
and q. Next we show that the primitive r of q can be chosen uniquely so that the spectrum 
of Л?м(р,г) coincides with the given sequence μ. The main result of the paper is the exis­
tence and uniqueness theorem giving a complete characterisation of the spectra of the prob­
lems Jz?d(p, r) and r) as well as the reconstruction algorithm.

1 P r e l im in a r ie s  a n d  m a i n  r e s u lt s

In this section we introduce the necessary definitions and formulate the main results of the 
paper. To start with, consider the differential expression

% )  =  - y "  +  ЧУ

and recall that q =  r1 is a real-valued distribution from W2_1 (0,1). Therefore we need to define 
the action of £(y) more rigourously. To do this we use the regularization procedure due to 
Savchuk and Shkalikov (see [19, 20]) based on the notion of quasi-derivatives. Namely, for 
every absolutely continuous function у we denote by yl1! := y' — ry its quasi-derivative and 
define £(y) as

ОД =  -  (У111/ - ' ' } / 11 - г 2У

on the domain

dom^ =  {у Є AC(0,1) I y[1] Є ЛС[0,1], £(y) Є L2(0,1)}.

It is straightforward to see that so defined £(y) coincides with —y" +  qy in the distributional 
sense.

Now we can recast the spectral equation (1) as

Є(у) +  2\ру =  A 2y. (4)

Then a number А Є C is called an eigenvalue of the problem S£O(p, r) (resp. 5?мІР' r)) if equa­
tion (4) possesses a nontrivial solution satisfying the boundary conditions (2) (resp. (3)). This 
solution is then called an eigenfunction of the problem JfD(p, r) (resp. JfM(p, r)) corresponding 
to A.

In this paper we study the following inverse spectral problem:

(IP1) Given the spectra of the problems jSfD (p,r) and i f M(p,r), determine the potentials p 
and r.

A  complete solution of this problem is only possible under some extra assumption, which we 
formulate further. Denote by Ту, j  =  1,2, the operator pencils defined via

7)(A)y := £(y) +  2Ap -  A2y

on the А-independent domains

domTx := {у  Є dom£ | y (0 ) =  y ( l )  =  0 }, 

domT2 :=  {у Є dom£ | y(0) — y ^ ( l )  — 0}.

Note that the spectra of the problems JzfD(p, r) and 5?м(р, r) coincide with those of the pen­
cils T\ and T2 respectively. Our standing assumption is the following:

(A) there is a /(* Є !R such that the operator T2 (y*) is positive.

Under this assumption all the eigenvalues of both problems J?D(p,r) and r) are real
and simple (see [16]). Moreover, they can be enumerated in increasing order as \n and μ η so 
that the pair of sequences { (λη) , (μη)) forms an element of the set SDX defined below (see [17]).

Definition 1. We denote by SD\ the family of all pairs (λ, μ) of increasing sequences A := 
(K)neΖ*/ Ζ* := Z  \ {0 }, and μ := (μη)ηβζ of  real numbers satisfying the following condi­
tions:

(i) asymptotics: there is an h Є R such that

A n  —  m i  +  h +  A „ ,  μ η — τ ί  { n̂ — +  h +  μ η, (5)

where (Аи) is a sequence in £2 (Z *) and (μη) is from 2̂ (Z );

(ii) almost interlacing:
P k < X k <Pk+1 for every k Є Z * . (6)

Remark 1. (a) If the eigenvalues A„ of & D(p, r) and μ„ of JfM(p, r) are ordered so that (i)
and (ii) of the above definition hold, then the number μ *  in assumption (A ) satisfies the 
inequalities μο < μ* < μλ, see [16]. Moreover, then assumption (A ) holds with every μ* 
from (μο, μι).

(b) For the most of the paper, it will be convenient to assume that μ *  in (A ) is zero. If this
does not hold, we can shift the spectral parameter via A =  A +  μ*; then the spectral
equation (1) can be recast as

-У "  +  4У +  2Apy =  A 2y



with the new potentials p := p -  μ* and q := q +  2μ*ρ -  μ2. Moreover, choosing the 
primitive f := r — /*(2μ*ρ -  μ2) o f q so that (r -  r )( 1 ) =  0 and introducing the cor­
responding quasi-derivative yW := y' -  fy, we see that the boundary conditions (2 ) 
and (3) remain unchanged. Now if An (resp. μη) are eigenvalues of the problem .¥D(p, r) 
(resp. SfM(p, r) ), then λ η :=  λ η -  μ* (resp. μ„ := μη -  μ*) are eigenvalues of the problem 
& D(p,f)  (resp. Jz?м{р,г)), while the eigenfunctions for the corresponding eigenvalues 
are the same. In particular, the problems JzfD(p, f)  and &m(P, f ) satisfy assumption (A ) 
with μ* =  0. Having p, q and r we can find p, q and r by formulae

ρ =  ρ +  μ*, q =  q - 2 p ^ p - p l ,  r =  r +  J  (2μ*ρ +  μΐ). (7)

In view of the above remark, without loss of generality we can work under a simplifying 
assumption

(AO) the operator Т?(0) is positive.

However, the main results of the paper will be proved under the general assumption (A).
Clearly, under assumption (AO) the eigenvalues of JCu(p,r) and Jz?мІР>г) can be enumer­

ated in increasing order as An and μη so that the pair of sequences ((A „), (μ„)) forms an ele­
ment of the set SDi with μο <  0 < μ\.

In this paper we establish connection between the inverse problem (IP1) and the inverse 
problem (IP2) formulated below; it was already studied in [5]. Namely for an eigenvalue A of 
the problem «£?ο(ρ,r), denote by у the corresponding eigenfunction normalized by the initial 
conditions y(0) =  0 and yW (0) =  1. The quantity

л := 2A2 / y2(t)dt — 2A I p(t)y2(t)dt (8)
Jo Jo

is called the norming constant corresponding to the eigenvalue A. Then (A, a) is called the 
(spectral) eigenpair of і fD(p, r). The spectral data sd(p, r) of the problem i?D(p, r) is the set of all 
eigenpairs (А, а) of Л?о(р,г).

The inverse spectral problem (IP2) reads as follows:

(IP2) Given the spectral data sd(p, r) of r), determine the potentials p and r.

The results of [5] imply that under assumption (AO) the spectral data sd(p, r) form an ele­
ment of the set SD2 defined below.

Definition 2. We denote by SD2 the family of all sets { (An/an) } neZ*, which consist of pairs 
(An, 0in) of real numbers satisfying the following properties:

(i) An are nonzero, strictly increase with n Є Z * , and have the representation An =  nn + 
h +  An for some h e  IR and a sequence (A„) in i 2( Z* ) ;

(ii) ocn >  0 for all n Є Z* and the numbers άη := ctn — 1 form an i 2(Z*)-sequence.

The main results of [5] are the following:

Theorem A (Uniqueness). Under assumption (AO), the potentials p and q =  r' o f equation (1) 
are uniquely determined by its spectral data sd(p, r).

Theorem В (Existence). For every sd Є SD2, there exist real-valued p from L2(0,1) and q 
from (0, 1) such that sd is the spectral data for the problem Jz?d(p, r) with the potentials p 
and with r a primitive of q, i.e. sd =  sd(p, r).

Note that neither the spectrum of ^п(р , г )  nor the set of norming constants depend on 
the particular choice of the primitive r of q. That is why the results of [5] guarantee unique 
reconstruction of q but leave r determined up to an additive constant. However, the boundary 
conditions (3) for the problem &м{р, r) do depend on the choice of r, and we shall show that r 
is determined uniquely in the inverse problem (IP1).

To investigate the connection between (IP1) and (IP2) we use the characteristic functions 
of the problems Л?о(р,г) and Jzf’м(р,г ). Denote by y(x,z) the solution of (4) with z instead 
of A and subject to the initial conditions y(0) =  0, y^ (0 ) =  1. Then A is an eigenvalue of 
the problem Л?в(р,г) if and only if it is a zero of its characteristic function φ(ζ)  := y (l,z ). 
Analogously a number μ is an eigenvalue of the problem J£M(p,r) if and only if у is a zero 
of the corresponding characteristic function ψ(ζ) yM (l,z). It was shown in [15] that the 
functions φ and ψ can be written in factorized form in terms of their zeros, namely

φ( A) =  <

Ψ(μ)

(9)

V.p. Π  if po ф nl, I e Z ,
ne Z* π η

( - 1 ) ; V.p. Π  if Po — nl, І Є Z,
n e Z * n n

( - 1 ) '+1(/Ό -)0ν.ρ · Π  —— ifpo =  ^  +  7i l , l € Z ,
ne Z* n n  J-

where po =  Jo p. The link between (IP1) and (IP2) is given by (9), (10) and the following for­
mula, which relates the characteristic functions (and so the spectra) of & o (jp, r) and Л?мІР>r) 
and the norming constants of Jz?o(p, r) (see [16]):

ocn — Α„φ(Α„)ψ(Αη). (11)

In the next section we shall prove the following theorem:

Theorem 1. Given the pair of sequences (A, μ) from SD i with μο <  0 < μι, construct (an)„ez* 
via (9), (10) and (11). Then theccn are positive and the sequence (txn -  l ) nez* belongs to l2(Z*) .

As a result, the set of pairs { (Ап,ссп) } пе%*, with given numbers An and the numbers ocn 
constructed as in (11), forms an element of SD2. Therefore by Theorems A and В there exist 
unique real-valued p Є L2(0, 1) and q Є W2- 1(0, 1) such that { ( A„,Ci„ ) } neZ* coincides with the 
spectral data sd (p, r), with every primitive r of q. Then we show that this primitive r can be 
uniquely chosen as to make μ„ the eigenvalues of Л?м(р,r )· This will lead to the main result 
of the paper (cf. [17]):

Theorem 2. Assume that a pair (λ, μ) of sequences of real numbers is an element of SDj. 
Then there exist unique real-valued p,r e L2(0,1) such that A and μ are the spectra of the 
problems Jzfo{p, r) and (p, r). In particular, the singular potential q in (1) is equal to r '.



2 C o n n e c t i o n  b e tw e e n  (IP l) a n d  (IP2)

2.1 Proof of Theorem 1
This subsection is devoted to the proof of Theorem 1, which establishes connection be­

tween (IPl) and (IP2).
Suppose we have two sequences A := (A „)„ez* and μ (μ η)ηβΖ  with Po < 0 < Иі> which 

form an element [λ,μ)  of the set SD\. Set A0 :=  0, and denote by A* the sequence (A„)„<=z , 
which is A augmented with A0. Then A* and μ  strictly interlace. By means of these sequences 
we construct the functions

zV.p. Π  if h ф nl, І Є Z,
Sl( z ) : = \  m  д _ 2 (12)

( - l ) ' z  V.p. П  -/ if h =  nl, І Є Z,
n e Z* nn

- ν ·Ρ· Π  Γ ^ τ Γν if кф  f  +  nl, І є Z,
Γ/ΖΊ . _  J »ez тг(и +  1/2) 2

'  ^ - l ) '+1(fi0 -z)V .p. П  —— i ih =  — +  nl, / Є Z,
nGZ* П П  £■

where h is the number in the asymptotics (і) of Definition 1.
Observe that A* is the sequence of zeros of S\ and μ is that of c. The results of [6 ] imply that

there exist functions / and g from L2( 0,1) such that

(z) =  sin( z - h ) + f  f{ t )e iẑ ~ie>dt and c(z) =  cos(z -  h) +  ί  g(t)elẑ 2l)dt. (14)
Jo Jos 1

Note that
si(An) =  cos(A„ - h )  +  Ґ  f { t ) i ( l  -  2t y ^ - ^ d t .

J  0

Next put s(z) := since λ„, n Є Z, are zeros of sx we have s(A„) =  for every n Є Z*. 
Now we shall prove the following auxiliary lemma.

Lemma 1. L e if  be a function from L2(0,1). Then the sequence (f n) n e z  with

f n : =  Ґ  F(f)e'A'l(1_2f)dt 
Jo

(15)

belongs to£2 (Z ).

Proof. Let us firstly make a change of variables u : = l - 2 t  in the integral of the righthand side 
of (15). We obtain

f n := J  G(u)eliVnUdu,

where G(u) =  j F ( ^ ) e ihu is the function from L2( - l ,  1) and to„ =  nn +  A„. To complete the 
proof it is enough to show that the system eiWnU forms a Riesz basis in L2( - l ,  1); then f „  are 
the Fourier coefficients of G relative to the system eiw"u and so form a sequence from 2̂(Z ) 
(see e.g. [23, Ch. 1]).

Note firstly that the system {el7rnu} is an orthogonal basis in L2( - l , l ) .  One can find a 
constant L <  n /4 and a sufficiently large N  such that |A„ | < L for all n, |n| > N. Then Kadec's 
1/4-Theorem (see [23, Ch. 1], [8 ]) yields that the system {είώηΗ} with

j κη +  λ η, \n\ > N,n —  '  I I  /  Λ Γnn, \n\ < N,

forms a Riesz basis. It remains to observe that the sequence (ωη) is obtained from (ώη) by
changing a finite number of elements. Theorems 3.11 and 1.12 of [23] imply that the sys­
tem {elw"uj  is a Riesz basis. □

The above lemma yields that

s\(K)  =  (—1 ) ” cosAn +  I  f ( t ) i (  1 - 2 t)elAn̂ ~2t)dt =  ( - 1)"(1  +  s„),
i (16)

C(A») =  ( — 1) ” cos A„ +  I  g(t)elAn(l~2t)dt =  ( - 1)” (1 + c n)
Jo

with ^-sequences (sn)„ez  and (cn)nez- Define the sequence {ocn)neZ* as follows

oin ■— A„s(An)c(A„) =  (А>г)c(A(j). (17)

Then (16) implies that а„ =  (-1 )" (1  +  s „ ) ( - l ) ” ( l  +  cn) =  1 +  &„ with ̂ -sequence (&n).
Since the sequences A* and μ interlace a straightforward analysis of definitions (12), (13)

and formula (17) gives that all осп, n Є Z*, are of the same sign and thus are positive thus
finishing the proof of Theorem 1.

2.2 Solution of (IP2)

Theorem 1 together with Theorems A  and В yields that for the given sequence (λ η)ηβζ* 
and the constructed (ocn)nez* we can uniquely determine potentials p and c] such that the 
problem Jz?o(p, r) with r an arbitrary primitive of q has (A „)„eZ* as its spectrum and (a „)„ez* 
as the corresponding norming constants.

From [15] we know that the shift h in the asymptotics (5) of eigenvalues of f£o (p, r) equals

to Po =  Jo1 P-

2.3 Solution of (IP l)

Now we show that the potentials p and q constructed in the previous subsection also pro­
vide a solution to the (IP2). Namely, we shall show that there exists a primitive r of q such 
that μη, n Є Z, are all the eigenvalues of the problem Jz?м(р, r)·

To start with, note that a primitive r of q is determined up to an additive constant. We 
choose r in the following way. Let y(x, μο) be the solution of the equation (1) with //0 instead 
of A satisfying the initial condition y (0, μο) =  0. Then y (l, μο) is not equal to 0 as μο is not in 
the spectrum of (p,r). This allows us to choose r uniquely so that μο) =  0. Then μο is 
an eigenvalue of the problem =^м(р, r) with this fixed r. Denote by v„, n Є Z, the eigenvalues 
of 5?м ір ,r ) enumerated in increasing order so that Vo =  μο-

Lemma 2. v„ =  μη for all n Є Z.

Proof Recall that the eigenvalues vn of Л?м(р,г) satisfy the asymptotics v„ — n{n — 1/2) +  
Po +  vn with an ̂ 2-sequence (vn) and that the corresponding characteristic function ψ is given 
by (10) with vn instead of μη. The function ψ can be represented in an integral form, (see [6,15])

/*i
ψ(ζ) =  cos(z — po) + / ^i(i)e'2(1-2i)df

Jo



with some g\ Є L2(0,1). We are going to show that ψ coincides with the function c of (13). 
Since vn, n Є Z, are zeros of ψ and μη, n Є Z, are those of c, this will finish the proof.

Suppose, on the contrary, that ψ Φ c, i.e., that the function φ ψ — c is not identically 
zero. On account of the equality h =  po the representations (14) and (18) for the functions c 
and ψ give that

φ ( ζ ) =  [ \ Sl
J  0

and so, by a refined version of the Riemann-Lebesgue lemma [11, Lemma 1.3.1],

φ(ζ) — o(^Im2l), \z\ -> oo. (19)

Taking (9) and the equality h — p0 into account, we observe that s(z) defined as Si (z)/z 
with Si of (12) coincides with the characteristic function ψ of the problem Jzib(p,r)· Comparing 
the construction (17) of an and the relation (11) for the norming constants of i?D(p,r), we 
conclude that έ (λη)ψ(λη) =  s(An)c(A„), n Є Z*. As the sequence A strictly increases, each 
zero of s is simple and so s(A„) φ 0, n Є Z*.  Therefore c(λ„) =  ψ(λη) or equivalently φ(λη) =
0 for every n Є Z*.  Clearly, c(p0) =  ψ(μο) =  0 giving that φ(μο) =  0. Hence {An}nez* U {^o} 
are zeros of the function φ(ζ).

Let us show that φ possesses no other zeros. Denote by n(t) the number of zeros of φ in
the disk N  <  t; then, in view of (19), the Jensen's formula gives

Γ  ^^-dt < — +  C\ (20)
Jo t 71

with some constant Сі Є R. If φ possessed other zeros apart from {A „ }„ eZ* U {μο}, then the 
asymptotics of A„ would guarantee that there exists ε Є (0, J) and N  sufficiently large such 
that for every I >  N  n(n( l  +  ε)) >21 +  2. Put £; := n(l  +  ε) and use Stirling's approximation 
of the Euler gamma-function to obtain

[ tn+l - p-dt >  Σ  (2l +  2 ) log ~  =  (2n +  2 ) log tn+1 -  2 £  log i/ -  2m log t„
J Un t i=m I l=tn

> (2n +  2) l o g ^ ± i - 21og r ( ^ ' )  + C 2 > ^ ± i  +  ( l - 2£ )lo g i= ± i+ C 3
— 4 τί \ π J π τί

with some constants C2 and C3. This estimate contradicts (20) and thus shows that φ has no 
other zeros besides { λη}ηβζ* U {^o}·

The function φ is of exponential type less than or equal to 1. Using this and the Hadamard 
factorization theorem, we obtain that

with some constants A and B. Since
^  1 _  ^  / 1 _J_ \ _  Д  rc2n2 _ A„ + A-n

'Ρ 'ηΈζ*λ ” _ и = Л л я A- J  „=і λ "λ - "  n2n2

with absolutely convergent series E~=i and uniformly bounded sequence ( χ £ ) , the

series Σ  is convergent. Therefore,

with a suitable constant A'.
Let us now fix Θ Є (0, π) U (я, 2π) and take z of the form z =  peld, p >  0. By (19),

φ(ζ)
ry ’ ' 0, p —у oo. (21)

sin(z — h)

Recall (see e.g. [23, Ch.2]) that the function sin(z — h) can be factorized as follows

nn +  h — z
sin(z — h) — (z — /?)V.p. J~]

so that

neZ* П П

I/ , ( 2 ) _  nA ’z + B  HO z  τ—r n n  A n
' · '  VP· 11s in (z -ft) ( z -h ) p o  ,,4 z* A« πη +  h - z '

By Lemma 3 of [15], the product V.p.JXieZ* is convergent and, by Lemma 4 of [15], the 

product V.p. Πηεζ* nn+fi-z converges to 1 as p -> oo and θ Ф 0, n. In view of (21), this means 
that eA Z+B converges to 0 as p —У oo. But this is impossible; the contradiction derived shows 
that our assumption that φ φ 0 is false. Therefore φ =  0 and vn =  μη for all n e Z. The proof 
is complete. □

3 P r o o f  o f  m a i n  r e s u lt s

In this section we turn to assumption (A) and proof Theorem 2 in the case of arbitrary //* Є 
1R. Then we formulate a reconstruction algorithm.

3.1 Proof of Theorem 2

Given (λ ,μ)  Є SDi, we firstly put μ* := (μο +  μ ι )/2 and shift the sequences A and μ 

by -μ * to obtain new sequences A := (A „)„ez* and μ := (μη)ηβζ from SDi with μ0 < 0 < 
μι- To prove the theorem it is enough to show that for the sequences A and μ there exist 
unique real-valued p and r from L2(0,1) such that A is the spectrum of Jz?D(p, f) and μ is that 
of J£m{P>?)· Then by formulae (7) with μ* =  (μ0 +  μ ι ) /2 we can uniquely determine poten­
tials p and r from ρ and r such that A and μ  are the spectra of problems -2b(p, r) and //jm (P,r) 
respectively.

By means of sequences A and μ construct the functions si and c by formulae (12) and (13) 
and then the sequence (a„) by (17). Due to Theorem 1, the set of pairs sd =  { (λ„, an)}„eZ* 
with the given An and the constructed an belongs to SD2. Then, using Theorem B, we construct 
potentials p and q such that A is the spectrum of b{p,r) with the constructed p and any 
primitive r of q. Next we fix the primitive r of q as explained in Subsection 2.3; then μ is the 
spectrum of «2м (p, ?) by Lemma 2. This establishes the existence part.

To prove uniqueness we assume that there are two pairs of potentials pi, ri and p2, f2 
such that the sequence A is the spectrum of both problems .^o ipu h  ) and Л?о(р2> h )  and the 
sequence μ is the spectrum of both J£M(pi, ?i) and .^мірі, h )· This means that the norming 
constants of the problems «2 Ь (pi, h ) and (p2, r2) coincide as they are uniquely determined
by two spectra A and μ (see (11)). Then Theorem A  implies that pi =  p2 and r[ =  f'2; in 
particular, fx — f2 =  H with some constant H. To complete the proof it is enough to show 
that H — 0.



Observe that equations (1) for the problems Л?м(рі> h )  and -^мірг, h ) are the same. As a 
result, eigenfunctions for the both problems corresponding to the common eigenvalue po coin­
cide as well; denote it by y. Then (у' -  ггт/) (1) =  (у' -  f2y ) ( l )  =  0 or equivalently Hy( 1) =  0. 
However μο is not in the spectra of (pi / h  ) arid -2b(p2/ h)> hence t/(l) φ 0. Therefore H =  0 
thus finishing the proof.

3.2 Reconstruction algorithm

To sum up we formulate the reconstruction algorithm.
Suppose we have a pair of sequences (λ,μ)  from SD5. Then we

1) put μ* := (μο +  Ці)/2 and consider a new pair of sequences (λ ,μ) such that A :=
(An)nez* with A„ := A„ -  μ* and μ := (pn)nez with μη := μη -  μ*;

2) augment A with Ao := 0 and denote the new sequence by A*;

3) by means of sequences A* and μ construct the functions si and c by formulae (12) and (13) 
with A„ and μη instead of An and μη respectively;

4) construct the sequence (<x„) by (17) with A„ instead of A„;

5) having the set of pairs sd =  {(A „, <X-n)}neZ*> which, due to Theorem 1, belongs to SD2, 
construct potentials p and q using the procedure of [5];

6) choose the primitive r of q as to make po an eigenvalue of Л?м(Р> ?);

7) determine potentials p and r from p and r using formulae (7).
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Пронська H.I. Відновлення енергозалеж них рівнянь Штурма-Аіувілля за двома спектрами. II / /  
Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 315-325.

Вивчається задача відновлення сингулярних енергозалежних рівнянь Штурма-Аіувілля за 
двома спектрами. Ми пропонуємо новий метод розв'язання цієї задачі, досліджуючи її зв'язок 
із задачею відновлення за одним спектром і множиною нормівних множників.

Ключові слова і фрази: обернені задачі, рівняння Штурма-Аіувілля, енергозалежні потенці­
али, сингулярні потенціали.

Пронська Н.И. Восстановление уравнений Штурма-Аиувилля зависящих от знергии по двум спек­
трам. II. // Карпатские математические публикации. — 2013. —  Т.5, №2. —  С. 315-325.

Изучается задача восстановление сингулярного уравнения Штурма-Аиувилля зависяще- 
го от знергии по двум спектрам. Предложен новьій метод решения зтой обратной задачи, 
которьій использует ее связь с задачей восстановления по одному спектру и множеством нор- 
мирующих множителей.

Ключевьіе слова и фрази: обратньїе задачи, уравнения Штурма-Аиувилля, знергозависимьіе 
потенциальї, сингулярньїе потенциальї.
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НЕЛІНІЙНОГО УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ

Процах Н.П. Асимптотична поведінка розв'язку оберненої задачі для слабко нелінійного ультрапа­
раболічного рівняння // Карпатські математичні публікації. — 2013. —  Т.5, №2. — С. 326-335.

Розглянуто обернену задачу з інтегральною умовою перевизначення для слабко нелінійно­
го ультрапараболічного рівняння з невідомим, залежним від часу, множником правої частини 
цього рівняння. Знайдено умови, за яких узагальнений розв'язок задачі прямує до нуля при 
зростанні часової змінної.

Ключові слова і фрази: обернена задача, ультрапараболічне рівняння, узагальнений розв'я­
зок.
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Вс т у п

Ультрапараболічні рівняння вперше введені у праці [5] для опису неізотропних про­
цесів. Пізніше їх застосовували до вивчення багатьох явищ механіки, біології, фізики, 
економіки [2, 7]. Вивченню задачі Коші, мішаних задач та властивостей їх розв'язків при­
свячені, зокрема, праці [2, 8, 10, 11, 12].

Обернені задачі пов'язані з пошуком причин явищ за відомими їх наслідками. З мате­
матичної точки зору це означає знаходження невідомих коефіцієнтів рівняння чи його 
правої частини за додаткових умов на розв'язок цього рівняння.

Існування та єдиність розв'язку обернених задач для параболічних, гіперболічних чи 
ультрапараболічних рівнянь встановлено, зокрема, у працях [1, 3, 4, 6, 9,11,14]. При цьо­
му використовувалися: метод інтегральних рівнянь та принцип Шаудера [3, 4, 6], ітера- 
пійні методи [14], метод послідовних наближень [1, 11], метод напівгруп [9]. У праці [15] 
показано, що розв'язок оберненої задачі з невідомою правою частиною для параболічно­
го рівняння спадає до нуля при зростанні часової змінної за певних умов на вихідні дані 
задачі.

У цій праці розглянуто обернену задачу з інтегральною умовою перевизначення для 
слабко нелінійного ультрапараболічного рівняння з невідомим, залежним від часу, мно­
жником правої частини цього рівняння. Встановлено умови, за яких розв'язок спадає до 
нуля при зростанні часової змінної. Зауважимо, що властивості розв'язків прямих міша­
них задач для нелінійних ультрапараболічних рівнянь раніше вивчалися у працях [8, 12].

©  Процах Η.Π., 2013

1 О сновн і позначення та функціональні простори

Нехай Ω і D — обмежені області відповідно в R" і з межами дСї Є C1 і 3D Є С1; 
х Є Ω, у Є D, t Є (0, Т), де Т — фіксоване число з інтервалу (0, оо), QT =  Ω x D х (0, Т), 
G =  Ω x D.

Позначимо: Ег =  5П x D х (0, T), S j =  Cl x 3D х (0, T), Gξ =  {(x,y,t)  : (х,у) Є G, ί =  ζ},
гє [о ,т ] .

Введемо простори: L°°(Qt’) := {w : Q j  —> R; w — вимірна та існує така стала С, 
що \io(x,y,t)\ <  С майже всюди на Q r}, ||w; L,°°(Qt)|| =  inf{C : \iv(x,y,t)\ < C майже 
всюди на Q r}; L2(G) := {ш : G —> R; w — вимірна, f G \w(x,y)\2 dxdy < oo}, ||ш; L· 2 (G) || =

(JG |zf(x, t/)|2 dxdy)7; L2 (0,T) := {w: [0,Г] —>R;zt> — вимірна,J0T|w(f)|2i/f < oo}, \\w, L2(0,T)\\ =  
T 1

(,/o \w(t)\2dt)*; L2(Qt ) := {w : Q j  - »  R; w— вимірна, Jq \w(x,y, t)\2 dxdydt < oo},

II w; L2(Q j )  II =  ( Jq |w(x,y, i )|2 dxdydt) 2; W1,2( · )  — множина всіх розподілів w, які разом 
зі своїми похідними першого порядку за всіма змінними належать до простору L2( · ) ,

IIш; W1'2(Ω ) II =  ( /п [|ш(х)|2 +  Σ  \и>х,(х)\2] dx) 5; \\w; И ^2(0,Г)|| =  ( ,/0Т[И О |2 +  М О Ї 2] dtf· ,
/=1

Ск(0)  — простір к раз неперервно диференційовних функцій на О; У(0, T; W (G)) := {zv : 
[0,Т] —> W(G); ||ϊϋ(·,·,ί); W(G)|| Є V(0, T )} (де V, W — банахові простори); Wq'2 (Q ) := 
{w : w Є W1,2 (Q ), w|an =  0}; V i(QT) := {w : w, wXj Є L2(Qr ), i =  1 w\^ =  0};

V2{G) := І 2 ( 0 ; < 2(Ω )) =  {гу : D —> ννο2'2 (Ω); ||^(·,]/); Wj'2 (Ω )|| Є L2(D )}, ||ш;У2 (С)ІІ =
η 1

( І С[\™(Х'У )\2 +  Σ  \wxi(x>y)\2]dxdy)2; V3(QT) := {w : w,wXi,wyj Є L2(QT) , i  =  1 , . , . ,η,  j  =
і= 1

1,...,/, И71si =  0, ζϋ|Σ =  0}. Позначимо через (·, ·) скалярний добуток між просторами 
V2*(G)  і V2(G).

Використовуватимемо такі нерівності:
"нерівність з ε":

|yz| < ^є|у|2 +  ^|ζ|2, ε,у,z Є R, ε > 0, (1)

нерівність Фрідріхса:

f  \v(x)\2d x < x [  V \ v Xi(x )\2 dx, (2 )
■/Ω Jn

яка виконується для функцій v Є Wq' (Ω ), а стала κ  залежить від Ω.

2 Формулювання задачі 

В області Qt розглянемо задачу для рівняння

І п
“ f +  Е Л'(* 'У ,0 %  “  Σ  {aij {x,y,t)uXi)Xj +  c {x ,y, t )u+g(x ,y/t,u) = f ( x , y , t ) f 0(t) (3)

1=1 i,j=  1

з початковою умовою
и(х,у,0) =  и0(х,у), (х,у) Є G, (4)

крайовими умовами
ΐί|Σ τ=0 , u|si^=0 (5)

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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та умовою перевизначення

[  К(х,у)и(х,у, t) dxdy =  E(t), t Є [0, Т], (6)
Jg,

де u(x,y,t), fo(t) —  невідомі функції, S\ =  { ( x , y , t ) e S T : E A,(x, У>f) cos(v,y,·) C 0 },  v —
i=l

одинична зовнішня нормаль до St, причому припускаємо, що виконується умова

(S): Існує така поверхня з додатною мірою Лебега Г\ C c)D C 1R/_1, що

S\ =  Ω х Тг х (Ο,Τ).

Нехай також виконуються умови
П

(А): а η Є L°°(QT), і, j  =  1, · · ·, п, £  ац{х,у, ήζιζ,  > α0\ξ\Ζ для майже всіх
і=1

(х,у, t) Є Qt та для всіх ξ Є IR", сіо — додатна стала;

(С)

(E)

(F) 

(Н)

(К)

(L)

(U)

с Є С([0, T}; L°°(G)) ,  c(x,y,t )  >  с0 для майже всіх (x ,y,t )  Є Qt , с0 —  стала;

Е Є νν]'2(0, Г);

/ Є С ([0 ,T ];L2(G ));

g(x, у, t, ξ) вимірна за змінними (x, у, t) в області Q t  д л я  всіх  ξ Є 1R1 і неперервна 

за ξ для майже всіх (.х,у, t) Є Qt; існує така додатна стала g°, що 

\g(x,y,t^)-g(x,y,t,>l )\ <  g°|£ -  7 Ілля майже всіх (.x,y,t ) Є Q t  та всіх ξ, η Є К 1; 

К е С 1( 0 ; С 1{ Щ ,  Κ\3ΩχΟ =  0, Κ\Ωχγ2 =  0, де Г2 =  30\Гі;

А ; Є C (Q r), Агу. Є C ([0 ,r];L °°(G )) для всіх і =  1,...,/;

“ 0/ uo,yj Є L2(G), ; = 1 , . . »o|anxD — 0/ »ο|ωχΓ, = 0.

З Озн ачен н я  узагальн ен о го  розв 'язку оберненої зад ач і

Означення 1. Пару функцій (u (x ,y , t ) , fo ( t ) )  назвемо узагальненим розв'язком задачі 
(ЗН6), якщо u Є ^ ((2 г )П С ([0 ,Т ];Е 2(С )), щ Є L2(0 ,T ;V * (G ) )  +  L2(QT), /0 Є L2(0,T),
і ці функції для всіх v Є V'i(Qr) задовольняють інтегральну рівність

г Т  Г r 1 п

/ / E A i(ar/y/f)Hyj0 +  L  ву(*/У/0 и*<»*у +  c (x ,y , f )^
“'О 7 Q t  i =1  i,j—\

+  g(x,y,t, u)v dxdydt=  / f ( x ,y , t ) f 0(t)vdx dydt 
J Jqt

і, крім того, функція u(x, y, t) задовольняє умови (4) та (6).

Нехай f c K(x,y)f (x,y,  t) dx dy φ 0. Із рівняння (3) та умови (6) випливає, що узагаль­
нений розв'язок задачі (3)-(6) задовольняє рівність

[  K(x,y) f (x,y, t )dxdy\f0(t) =  E'(t) +  ί  (  -  £ (A ,(x ,y,f)K (*,y ))y ,w  
l J Gt 4 i= i

" x
+  E  KXj(x,y)aij(x,y,t)uXi +K(x,y)c(x,y, t )u +  K(x,y)g(x,y,t,u)J dxdy, t Є [0,Т].

«,/=1

4 А с и м п то ти ч н а  поведінка  узагальн ен о го  розв 'язку оберненої з ад а ч і 

Введемо позначення: /і =  max( JGl(f{x,y, t) ) 2 dxdy) 2, Κχ(ί) =  j G K(x,y) f (x,y, t )dxdy,

λ 1 =  шах sup |А,-у.(х,у, f)|, c° =  sup(sup \c(x,y,t)|2) 2, Λ 1 =  max|sup max (sup |A,(x,y, t)\2) 2; 
1 Qt ' [0,T] G, L [0,T] 1 G,

.стала.1Ί 1sup E(esssup|A,y.(x,y,i)h) 2 k я і =  max ess sup (esssup \aij(x,y,t)\2) 7, ko— додатна'
[Ο,Τ] 1=1 Gt ‘ ‘i  [0,T] Gt

Нехай Σ  ( f c (Kx,(x,y) ) 2 dxdy) 2 +  E ( f c (Kyi(x,y) )2 dxdy) 4 (  f c (K(x,y) ) 2 dxdy) 2 < K V
i=1 i=l1

де Є IR, ( fGt Ig(x,y, f,0)|2 dxdy) 1 <  gl (t) для всіх t >  0, де g1 Є L2(0, Т). Позначимо

β =  — +  2co -  λ 1 -  2g° -  2/lK' (S° +  Л і +  C0) -  -  1,
x  0̂ «q/Cq

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), (E), (F), (H), (K), (L), (S), (U ) та |Ki(f)| > 
ko >  Одлявсіх^ > 0 і β >  0. Нехай lim ]^+1 |Ε'(τ)|2ίίτ =  0, lim [£+1 \ g1(t)\2dt =  0.

fc—>0О 00
Тоді для узагальненого розв'язку (u(x, у, t ) , fo( t) )  задачі (3)—(6) виконуються такі збіж­

ності: lim \\u(·, -,t)·, L2(G)\\ — 0, lim /.̂ +1 fr  E \uXj\2 dxdydt =  0, lim l f +1 |/o(i)|2 dt — 0.
H + o o "  k ^ o o J K  i =\ k ^ o o J k

Аоведення. У праці [13] доведено, що за умов теореми існує єдина функція u Є VdiQr) П 
С([0, T]; L2(G )), Ut Є Е2 (0, T; Vj (G )) +  L2(Qt ), яка є узагальненим розв'язком задачі 
(3)-(6). З рівності (7) та рівняння (3) випливає рівність

/ /і
«ί +  Е Л'(* 'У '0 «у, -  E  (aij(x,y,t)uXi)Xj +  c(x,y,t)u +  g(x,y,t,u)  

і=1 i,j=1

f (x ,y, t )  ( r ,U\ L f  (  у .........................
Kl(i)

( e ' ( 0 +  [  ( - j^ (s\ i {x ,y , t )K( x,y ))J
Gf i=l

+  E  KXj(x,y)ciij(x,y,t)uXi +  K(x,y)c(x,y,t)u +  K{x,iy)g(x,y,t,u)^J dxdyj.
i,j= 1

Домножимо (8) на u та проінтегруємо по Gt:



Оцінимо окремо доданки рівності (9), використавши умови (A)-(L).

I , : = j c u,udxd y ^ J t ( j Ci\u\2 dxdyy,

І 2 := j c J^^i(x>y>t)uViudxdy ^ - \ J n JT J2 M x,yri)\u\2c o s ( v , y i ) d a d x - Y j G \u\2dxdy;

/. η Г n
X3 := / Ε  αη(x,y, t )uXjuXj dxdy > a 0 E \ux,\2dxdy;

JG < f ,7=l  j G t  i = l

J4 := / c(x,y,0 lul2dxdy > Co / |H|2 dxdy;
V Gf J Gt

1 $ := J  g(x,y,t,u)udxdy <  g° J  \u\2 dx dy +  g1 (t) J  \u\2dxdyj2;

16 := m L f (x ’y' ,)uixdy -  n ^ V / c ,  w 2* ^ ) 172;

X7 := - ^ y / G f{x,y,t )udxdy Jc J2{\i(x,y/t)K(x,y))yiudxdy < Jc \u\2dxdy;

Is  ■= j r p j  f G f (x,y,t )udxdy E  KXj{x,y)aij(x,y,t)uXidxdy

fxy/na\K\ (  f  |u|2 ^x ^ ^  ^  |MX)|2dxdyj ;
0̂ '■'Q '

1 9 := ^  ̂ J  f ( x ,y , t ) u d x d y j  K(x,y)c(x,y,t)u dx dy < J  \u\2dxdy;

Άο ■= щ уу  Jc f {x,y, t )udxdyJc K{x,y)g(x,y,t,u)dxdy

- 4 ^ L , H 4 x d y + h l h ^ ( L H2ixdy) y1·
Врахувавши оцінки доданків ї ї  -  Хю, з (9) отримуємо

1 d_ 
2 dt\ Jg(

\u\2dxdiί ) + \ Ι η Ι τ Σ  λ, (i, y, f) | u |2 cos(y,, t/f) Ar dx +  ^_

+ (c„ -  ^  - ?°)|Ц|2)  ferfy <  № l l № ± M ( j f  |„|2dllJy y /2 (10)

+ / + Л 1) J  ^ 2  dx i y  + ( I  |„|2rfxdy) I/2( J  £ ,  „„ ,2 rf,

t > 0. Використавши в (10) нерівність (1), отримаємо

ΙΑ
2 tit V Jc,

u\Zdxdy) +  \ J^ JT Y Jhi(x,y,t)\u\2cos(yi/Vi)dadx + J g y E K . I 2 

λ 1 „О /# ° + /  +  Λ ΐ) / М М  __ h  |„|2І dxdy< dM r t >  0 .
+  i c° - y - s -------------^ ----------------

Застосувавши в (11) нерівність (2), отримаємо

| ( /  |u|2 dxdy ĵ +  β J  \и\2 dx dy < S(t), t >  0 . (12)

Проінтегрувавши нерівність (12), знайдемо

[  \u\2 dxdy < e~Pl [  |iio|2 rfxdy+ [  e“ (̂i” T̂ (r )  dr, t >  0. (13)
J  Gt J  Go J 0

ГТроінтегруємо (10) no t від k до k +  1, де k Є N . Врахувавши, що

I L  !“ |2 dx d y + 5 f  L  L  £  Ai(j:' y' 01 w|2 cos(j/,,v;)ii^(ixcif > 0,

IZq

отримаємо

/·  ̂ 1 /· X /*
> V \u x.\2dxdydt+{c0 - - — g°) / |m|2dxdydt <  -  / |w|2 i/xdy
J Qk,k+1 ; = 1 2 JQk,k+\ Ĵ k

+ / і(с °+ ? ° +  Л іЖ , r juj2dxdydt '
0̂ JQk,k+l

f lsf ra xKx (  f  , |2̂  ^ 1/2 ,  /· ^Λ ι/2
|w|2 dxdy dt'j J Y^\uXi\2 dx dy dt̂ j ,

k 0  '  J Q k , k + 1 ^  '  J Q k , k + 1  1 =  1

де Qfc,fc+i =  G x (k,k +  1). Оскільки

^  ( L · |u'2 Λ ί , Λ ) 1/2 ( L .  S |u" '2 * ) 1/2

s τ  L ·  £  ' " ' ' | 2 Λ # Λ + W  L , | и | 2 л , г у л '

то з (14) випливає нерівність

i  Y]\uxi\2dxdydt < — ί  \u\2dxdy +  β-[ ί  \u\2 dx dy dt +  ц(к), k є N , (15)
jQk,k+\ i=l a 0  JGk JQk,k+1

де =  X ( 2/,(^+^A ,)K , +  +  3 +A, +  2so+  2 |C01) , m  =  A ( (1 +  / | i) f  H |gl (t) ρ dt +

^  Ĵ +1 \E'(t)\2 d t j . Проінтегрувавши (13) no t від k до k +  1, де k Є N , отримуємо

[  \u\2 dxdydt < \e~Pk( l  — e~P) [  \u0\2dxdy
JQk,k+1 P “'Go

+  ^ ( l - e - ^ )  Ґ e № - V s ( t ) d t ~ l  I м  e~^k+1-^S(t )dt +  l  [ k+1S(t)dt. 
β Jo β Jk β Jk

Тоді з (15) випливає оцінка

ί  η
/ Ε  ΙΜχίΙ2dxdydt < +  μ(£)/ к Є N , (16)
J Qk,k+ 1  i—1



АЄ
М к) =  ( і  +  f  ( !  -  ε~β))  [е~ ^ І с 0 Wo\2dxdy +  f 0k ε - β ^ δ ( τ ) ά τ

+ ^ J k +\ l - e - ^ k+1-^)S(t)dt.
Із формули (7) випливає оцінка

гк+\ 2 /*̂ +1 « С / J
/ \fo(t)\ d t <72 ί  zdt +  6 шах ( -  £ (A ,(x ,y ,i)K (x ,y ))Vi

J k  k ^ J k  t e { k ,k + l} JG ,\

+K(x,y)c(x,y,t )  +  K(x,y)g°^j dxdy f \u\2 dxdydt (17)
' JQk,k+\

+  6αψ ~  f  E \uXi\2 dxdydt +  ^  f  \g1(t)\2 dt, k e N.
Ц JQk,k+i іґ і Ц J q k m

Із (13) отримуємо нерівність

ί  \u\2 dx dy < e~^ ί  \uo\2dxdy +  e~ ^ ~ k~^ f  δ ( τ )άτ .  (18)
JGi “'Go 0<Jt<[f]

З умов теореми випливає, що £  Ĵ +1 δ (τ) dr —> 0 при t —»■ -foo. Тоді з (18)
0<JK[t]

знайдемо, що f G |»|2 dxdy - »  0 при ί —>· оо. Оскільки y(fc) —> 0, yi(fc) —> 0 при k —> оо, то з

(16) та з (17) випливає, що /0  X] |“ х,|2 dxdydt —> 0 і |/о(ОІ2 dt ► 0 при k —> оо. □
/=і »

Нехай я2 =  шах sup (ess sup | йуХ. |2)1 /2, E І /с(^вд (* 'У ) )2 dxdy|1/2 <  Κι, βΐ =  - ^ +
‘j [Ο,Τ] Gt i,j=1

2Cq _  ді _  2g0 _  2/i(c°+g°+Ai+fl2»+ai)Ki _  ^

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C), (E), (F), (H), (K), (L), (S), (U ) та я,·,·, aljx. Є 
С([0, T]; L°°(G)), і, j  =  1 Е' Є С ([0 ,Т ]),Х  Є C1 (D; С2(П )), ^  Є С([0,Г]) і, крім того,
|Кі(0І > к о >  0 длявсіхі  > 0 та > 0. Нехай lim |Ε'(ί)| =  0/ 1іт  І#1 (01 =  0·f—>оо f—>сю

Толі f  о Є С ([0, Т]) та для узагальненого розв'язку задачі (3)-(6) виконуються такі збіж­
ності

rk+1 (  η
lim ||u(-,-,i);£2(G)|| =  0, lim / / V] lu*,l·dxdydt =  0, lim |/0 (f)|=0 .

f->+oo k-+coJk JG t->+oo

Аоведення. Використаємо доведення теореми 1. Для розв'язку задачі (3)-(6) так само, як 
у випадку теореми 1, використаємо рівності (7) та (8 ), записавши їх у вигляді

/ о ( 0  =  ( К і ( 0 ) _ 1 ( Е ' ( 0  +  [  (  -  Е ( А і ( * ' У / 0 ^ ( * / У ) ) у , - м -  Σ  ( K -ti ( x > y ) ‘* i j ( x , y , t ) ) Xlu
v 7Gf 4 (=1 ‘ i,j=i (19)

+  K(a:,y)c(x/y,i)M +  iC(x,i/)g(x,y/i,M)j dxdy'), t e  [Ο,Τ]

та
; π

щ +  Y^Xi(x,y,t)uyi -  E  (aij(x,y,t)uXi)Xj +c (x,y, t )u +g(x ,y, t ,u)  
i= 1 i,j= 1

=  f ( x ,y , t ) (K l ( t ) )~l ( E ' ( t ) +  [  ( - £ ( \i(x,y,t )K(x,y) )Viu (20)
“'Gf 4 i=1

-  E  (K*, (*/y)aij(x>У/ 0 )*,И +  y)c(ar,y, 0 W +  K ( X ,y)g{x, y, t, u)') dxdy).
i,j=i

За умов теореми всі функції правої частини рівності (19) неперервні за змінною ί на [0, Т], 
тому /о Є С ([0, Т]). Домножимо рівність (20) на і/ та поінтегруємо її по Gf. Оскільки

~F7 7v/  f {X'y,t )udxdy f  (Kx {x,y)aij(x,y,t ) )Xiudxdy < f  \u\2dxdy,
K\{t)JG t jG*iJ=\ 0 '7Gf

а оцінки інших доданків з (20) повторюють оцінки Χχ — Х7, Х9, Хю, то з (20) випливає

Id  
2 dt\ Jg,

V‘\2^ d y )  +  \ j n j r Z K (x .y . t )\ ^  cos (y,·, t//) dadx +  J  [до E  I ι1χί I

+  (с0 - у - ^ ° ) | » | 2]^ ^ У  < (g 1( 0  +  ^1^£ \η \2 dxdy) 2 (21)

(22)

+  1 1 1 [  \u\2dxdy, t > 0.
ko Jg,

Використавши в (21) нерівність (1), отримаємо

\ l i ( J c  “ !2 jl< iv ) +  I  j f i Jr Е А'(Д:'У ',)М  2cos(yi,vi)dcrdx+ ( „ o E K I 2

+  (co -  у  -  /  -  fv{— - g~  - Â +  ·°2"  +  ̂ °1:’Kl -  ί )  I u I2)  dx iy  < ψ ,  t >  0 .

Із (22) та нерівності Фрідріхса випливає оцінка

\u\2 dxdy) 4 - β2 J  \u\2 dxdy <  δ(ί), t >  0. (23)

Проінтегрувавши (23), отримуємо нерівності

І  \u\2 dxdy < е~Р2* [  \uo\2dxdy+ ί  ε ~ ^ ~ τ^δ(τ) dr, t > 0, (24)
J  Gt J  Go J 0

та

f  \u\2 dx dy dt < -^-e P2k( l  — e P2) [  \uo\2dxdy -f -^-(1 — e P2) [  e ^  fĉ ( f )  
•'Qk,k+1 P2 JG0 P2 Jo

--7Г  l k+1 e -^ {k+1~t^{t )dt  +  ~  [ k+10(t)dt, k e~N.
P2 Jk p2 Jk

dt

β ΐ  Jk β2

Проінтегрувавши (21) no t від k до k +  1, k Є N , та врахувавши, що \ JGm \u\2 dxdy +  

2 J~Qkjc+1 ‘

A1

Jk+1
2 / 0  Εί=ι A/(x,y, i)|u|2 cosfy,, L',) dadxdt >  0, отримаємо

r \ f 1 i
ao / Y\\uXi\2 dx dy dt +  ( c q — - — g ° )  / \u\2 dxdydt < -  / \u\2dxdy

jQk,k+1 ;=1 2 JQk.k+ 1 2 JGj;

+ ( ( J + 1 ? ) ( Γ Ιί1(,)|2Λ) /+fi { C |£,<' )|2л)  ) (/ q „ +, Ι“ 12 ^ ^ λ ) ,/2 (25)

f\ (c  ̂+  g® +  A i +  (І2її "Ь 1̂ Жі

^ 0  J Qk,k+\
/ |u|2 dxdyc/f. 

J Oi



[  V \ u x.\2dxdydt < -ί- ί  \ιι\2άχάν +  β3 f  \u\2dxdydt + }i2(k), (26)
J Qk,k+1 1=1 2^0 JGk JQk,k+\

β, =  1  ( M tc° + S0 ±  M . + fl>>Κ» + I  +  |c„| +  ^  , μ & )  =  ϊ ψ .

Зауважимо, що 2̂ / GJu|2iixiiy +  ^3 /Q |u|2rfxrfydi < цз(к), де 

и3(к) — ( ~ -  +  ^г{  1 - е ” 2̂) )  e~^2fc [  \u0\2dxdy+ І  е ~ ^ к~т̂0(т) dr
\2(Iq Р2 '  L ,/с0 •''О

+^г ί  +1(і-е "^ 2(к+1_0ЖОЛ·Р2 Jk

'У і

1

Тоді з (26) випливає оцінка

І Y^\uXi\2dxdydt <  ц2( к ) +  цз(к), к е  N . (27)
JQk,k+1 , = 1

Із (19) також випливає, що

|/о(ОІ < ^ ΙΕ'(0Ι + ί% 4 0 Ι  + ^ ™ χ (  f  ( - Y ^ ( \ i ( x , y r t )K (x fy))y 
*0  *0  *0  t>0  V i e t  “

-  Е  (KXj(xfy)aij{x,y,t))Xl +K{x,y)c(x,y, t )  +  K(x,y)g0) 2 dxdy'j ^  |u|2dxrfi/) , t >  0.

(28)
Запишемо (24) у вигляді

f  \u\2dxdy < e~P2t f  \uo\2dxdy+  ^  e ~ ^ ~ k~^ I δ ( τ )άτ .  (29)
JG) JGo o<Jt<[f] k

З умов теореми випливає, що E е k i) J k+1 δ ( τ ) ά τ  —>· 0, t —> +oo. Тоді з (29)
0<fc<[i]

отримуємо

j  \u\2 dxdy -> 0 при t —> oo.

Зауважимо, що Ц2(к) -> 0, /із(/с) -* 0 при к - ї  со. Тому з (27) і (28) випливає, що

/" п
/ Σ  lw*;|2 dt —>■ 0 при к —>■ оо, |/ο(ί)| —* 0 при t - »  оо. ̂
JQk.k+l і= 1
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Процах Н.П. Асимптотическое поведение решения обратной задачи для слабо нелинейного ультра- 
параболического уравнения // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — С. 
326-335.

Рассмотрена обратная задача с интегральньїм условием переопределения для слабо нели­
нейного ультрапараболического уравнения с неизвестньїм множителем правой части урав­
нения, которьій зависит от времени. Найденьї условия, при которьіх обобщенное решение 
задачи стремится к нулю при возростании временной переменной.

Ключевьіе слова и фрази: обратная задача, ультрапараболическое уравнение, обобщенное 
решение.
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якої він буде простором Фреше.
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Вс т у п

Для цілого ряду Діріхле

F(s) =  яо +  E  cinesX", s =  сг +  it, σ Є R, t Є 1R, (1)
η—1

де 0 =  Ло <  Лі < ... < Л„ -> -l-οο при п —>· + 00, покладемо

М(а, F) =  sup{|F(cr +  it)\ : ί Є R }, μ(σ, F) =  тах{|я„ | εχρ(σΛ„) : η >  0}.

Різні властивості просторів рядів Діріхле, що мають скінчені порядок і тип за Ріттом, 
розглянуто в роботах [1], [2].

Позначимо через X простір усіх цілих рядів Діріхле (1), для яких

—  Ι π Μ ( σ , Ρ )
lim ----- . , < Τ < оο,17-»00

де ρ(σ)  — уточнений порядок за Ріттом. Нехай для кожного ряду Діріхле F Є X

/ Ч
+  СО

|F||» = |яоІ Е  ІЯпІ
п= 1

ψ(λη)
\

( σ + £ )< * )5

де т =  1,2,3,..., a <p(t) — розв'язок рівняння t =  е ■ ρ(1η φ) · In φ. 
В [2], зокрема, показано, що простір X з метрикою

00 1 II F ΓΊΙ

W Q - Σ
ш=1 +  I IF-GI

е простором Фреше.
Подібні дослідження для випадку рядів Діріхле, що мають уточнений логарифмі­

чний порядок і скінчений логарифмічний тип, проведено в роботі [3].
У цій статті результати із [1]—[3] узагальнено на випадок простору рядів Діріхле до­

вільного зростання.

1 Ф о р м у л ю в а н н я  т а  д о в е д е н н я  о с н о в н и х  р е з у л ь т а т ів

Через Ω позначимо клас додатних двічі неперервно диференційовних необмежених 
на R функцій Ф таких, що Ф' додатна і зростає до +оо на (—оо, +оо). Через φ позначимо 
функцію, обернену до функції Ф', а через Ψ(.τ) =  х — Ф(х)/Ф' (х)  — функцію, асоційо­
вану з функцією Φ за Ньютоном. Зауважимо, що функції ¥ (х ) і φ(χ) — зростаючі [4]. 

Позначимо через 5 множину цілих рядів Діріхле (1), для яких

Ш Е І д а < 1  (2)σ—>оо Ф(сг)

lim ----- ----------=  0 . (3)
и -> + о о  φ ( ψ ( < ρ ( Ύ ) ) )

Для кожної функції F Є $ введемо

Ш т  =  М  +  Е  ія'>ієхр { Л^ ( < р ( т ^ т ) ) } '  т е Ν ·
п= 1 1 +  т

Покажемо, що ||F||m існує і є нормою на множині # для кожного т Є N. Для цього нам 
потрібна буде наступна лема.

Лема 1 ([4]). Нехай Φ Є Ω і функція F зображена цілим рядом Аіріхле (1). Для того, 
щоб виконувалася умова In μ(σ, F) < (1 +  ε)Φ(σ) для всіх σ  > ltq, необхідно і досить, щоб 

1п|я„| < -Λ „Ψ  (т + і ) )  Алявсіхп > п0.

Враховуючи нерівність Коші μ{σ,Ρ) < Μ(σ,  F), з (2) для довільного ε > 0 і всіх σ > Co 
маємо In μ (σ, F) < (1 +  ε)Φ(σ). Отже,

|β«| <  ехр { п >  и0. (4)

З (3) випливає, що для кожного m Є N  знайдеться таке ε > 0, що

1 2 In η
m ε - φ (φ( ^ ) )

Тоді для всіх досить великих п

λ η  \ λ  Ί ^  Г 1 Гіт ; (  ί  λ - η  \ λ  xtr (  (  λ η

- ε  > —  ,Λ =  7η, п>п\.

1 m 1 m

=  exp{  - λ „  J ^ _  ( τ ( φ ( 0 ) )  dt}  = e x p {  - λ „
l+ra 1+ra

Ли

1 m 1 + 1 1 m1 ~ m
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<  exp {  -  ( і  -  * ) ф М т ) ) }  £  ехр {  "  'Г»ф М т п
1_
~2"

Отже, для кожного m Є N  ряд |я0| +  Е М  ехр (л , !т ((р (-^ і1г ) )  }  збіжний. Зауважимо

також, що ||F||p < 11F11ί7 при р < η.
Легко бачити, що ||F||m (m Є N ) е нормою. Ця норма породжує метричну топологію 

на 5· Покладемо
ґіїг — 'V' -  IL^Z Є[|т 

 ̂ ; - ^ 2- H - H F - G l U *

Через (5, d) позначимо простір 5 з метрикою d.

Теорема 1. Простір ($,d) є простором Фреше.

Аоведення. Нам потрібно показати, що простір ($,d) повний. Нехай послідовність рядів 
Діріхле {Fa}  є d-фундаментальною в 5, тобто для довільного ε > 0 існує таке ко =  ко(е), 
що для всіх я, β >  к0 виконується d(Fa, Ρβ) < ε.

Для довільних Θ Є (0; 1) і m Є N  виберемо ε > 0 так, що 2"' · ε < Θ < 1. Оскільки
d(Fa,F^) < ε, то

\\Foc — Ρβ\\ηι =  \αο) - α {οβ)\+ Ε  |β«α) -  αίβ)\е х р  (5)
η = 1 m

Отже, |д|,а) — 1 < γζρ Д Л Я  всіх п Є Ν , тобто послідовність {й^-1 } “=1 є фундамен-

тальною для кожного фіксованого η Є N. Нехай lim а„ — ап.
X—> +  оо

Спрямувавши в (5) β до +оо, для а > ко отримаємо

/VfІ (α)K  -  «ο +  Ε  \an ] — л„| ехр {Лп^Г (<ρ(γ—̂ ν )) }  < г
n =  1 1 τ" m

Покладемо а =  ко, тоді

1̂ 1 ехр { A"Y ( H r r x ) ) }  < lfl«fco)IexP { λ»ψΜ ί Τ χ ) ) } +' m m

Ряд Діріхле Fk(j =  a^o) +  Ε,ΤΓι aik°'>esAn належить (tf,ii) і, отже, виконується (4). Тому 
для деякого p >  m і досить великих η буде виконуватись нерівність

|д̂ о)| < ехр{

Тоді

Κ Ι « ρ { λ , τ ( ? ( Ι ^ χ ) ) } < β φ { - λ „ ( ψ ( ? ( ϊ ^ Ι ) ) - ψ ( ? ( ϊ ^ χ ) ) ) }  +  τ 4 ? .
г  m  1 p  ' m

Враховуючи довільність Θ і те, що перший доданок у правій частині останньої нерівно­
сті прямує до нуля при н —> оо, отримуємо, що послідовність {а„ }  задовольняє (4). Тому, 
за лемою 1, для ряду Діріхле F(s) =  До +  Е,ТП ПпЄвХп виконується співвідношення

\τχμ(σ,F) < (1 +  ε)Φ(σ), σ > cr1.

Щоб показати, що F Є 5, нам потрібна наступна лема.

Лема 2. Якщо Ф Є Ω і виконується (3), то співвідношення

Inp(a,F) <  (1 +  ο(1))Φ (σ), σ - »  +οο, (6 )

рівносильне співвідношенню

1πΜ(<7,F) < (1 +  ο(1))Φ (σ), σ - > +oo. (7)

Аоведення. За нерівністю Коші μ(σ, F) < Μ(σ,  F) з (7) випливає (6 ).
Доведемо, що з (6 ) випливає (7). З (6) для довільного ε Є (0,1) виконується умова

In//(<7,F) < (1 +  ε)Φ (σ) для всіх σ  Є [σο,оо), а з леми 1 випливає, що для всіх n > щ

виконується In Іап \ <  —Λ„Υ (φ ( ΐ +^j j ·

Покладемо 7 (σ) =  2Φ'(Ψ~1((7)). Тоді для всіх σ > ctq виконується

M ( c r ,F ) < (  E  + E  )\an\e'j \Lin |c
An< 7( )̂ A„>7 (ct)

< H(V'F)n{y(a))  +  E  єхр {  _Λ " (ψ( ^ (π ^ ) )  _tr) } '
Л„>7(<7)

де n(t) — E 1·
A„<f

Для всіх Л,г > 7 (σ) виконується

exp{ _ A „ ( , ( ^ ) ) - , ) } < e x p { - A „ ( , W ^ ) ) - . ( , ( ^ ) ) ) }

______ ί 1 ^ ф ^ ( * ) )=  ехр {  -  Ля j *  (ψ (φ (χ ) ) )  rfx} =  ехр {  -  λ„ j ^ e Φ-  Ψ-2Χ dx}

< ехр {  -  л » ф ( « , ( ^ ) )  Г *  =  ехр {  -  (1 -  е )ф (ч > (^ ) )  }.

Враховуючи сказане вище, а також те, що з (3) випливає нерівність 
отримуємо

Μ ( σ , Ε )  <  p ( < r , F ) n ( 7 ( ( r ) ) +  E  " 2  <  +  ~ 7 ~ k ~ ))·
Л„>7((7) ' ' '

Тобто,
l n M ( ( 7 , F )  <  I n }i(cr,F) + 1 η π ( 7 ( σ ) )  + o ( l ) ,  σ  —> +oo.

Зіславшись знову на (3), отримуємо, що

lim lim =
Ф(сг) х->+со Φ (Υ (φ (χ/2 )))

Отже, виконується (7). Лему 2 доведено. □

Щоб довести теорему, залишилось показати, що lim d(Fa,F) =  0. Зауважимо, що 

для довільного ε > 0 знайдеться таке М  > 0, що

,-М+І 2”  1 +  l|F(*> -  Film 2
m <  І  (8)



Оскільки F^\ F e d ,  то існує таке N\ Є N , що для всіх т Є {1,2,3,..., М } виконується

Σ  lflna )-я «| е х р {л „ т ( ( р ( - ^ у ) ) }  <  |. (9)
/ != N j+ 1  ' т

Оскільки lim =  ап, то існує таке К*, що для всіх ос > К* та т Є {1,2,3,.. . ,М }
а—>+оо

буде виконуватись співвідношення

Nl д
£  \а\̂  -  я„| ехр {Л п ^ (^ (т ~ ~ т ) )  }  < 4 ' (10)
п= 0 ' т

Тоді з (9) і (10) випливає, що ||Fa — F||ш < |, звідки маємо, що

f  і ||FW -F||„. і  f  і  і  є

“ j 2"  1 +  IIFW -  F|U 1 +  І „ Й 2”  1 +  | 2 '

Тому, зважаючи на (8), отримуємо, що d(Fa,F) <  ε. Отже, простір (if, d) є повним. Теоре­
му доведено. □
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1 I n t r o d u c t i o n  a n d  m a in  r e s u l t

The asymptotic behavior of entire and meromorphic functions of positive order of com­
pletely regular growth (for details, see [2, 3, 5,11]) in the metric of I/[0,2n] was described in 
[6,11,12,13]. Similar results for entire functions of zero order whose zero-counting functions 
are slowly increasing were obtained in [1]. In particular, from [11, Theorem 7.2, p. 78] it follows 
the following statement.

Theorem A. If an entire function f  of order p e (0, +oo) with the indicator h((), f  ) is of  com­
pletely regular growth, then for any p Є [1, +oo)

,im J J_ f 2” Щ .
r->+oo 1 2n Jo rP

Conversely, if  for some entire function f ,  /(0) =  1, there exist p Є [1, +oo) and h Є Ι/[0,2π] 
such that

lim /_L ί2η ΜΟίίϋϋ 
r-^+oo I 2 /r Jo r?

then f  is of completely regular growth and h(9) =  h(0,f) for almost all Θ Є [0,27г].

The aim of the present paper is obtain an analog of Theorem A for entire functions of 
improved regular growth with zeros on a finite system of rays (see [4, 7, 8, 9,10,14]).

An entire function / is called a function of improved regular growth (see [7, 8, 9, 10, 14]) if
for some p Є (0, +oo) and p\ Є (0,p), and a 27r-periodic p-trigonometrically convex function
h(cp) φ — oo there exists the set U C C contained in the union of disks with finite sum of radii 
and such that log\f{z)\ =  \z\ph(cp) +  o(\z\Pl ), U ^ z =  rel<f> —> oo.

If an entire function / is a function of improved regular growth, then it has the order p and 
indicator h [14]. Our main result is the following theorem.

ΗΘ)
VP

d0 =  0,

re,ίθϊ
i /p

d9 0 .
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Theorem 1. An entire function f  of order p Є (0, +oo) with zeros on a finite system of rays 
{z : argz =  ipj}, j  Є <  ip\ < ip2 < ■■ ■ < ψηι < 2n, is a function of improved
regular growth if  and only i f  for some p2 Є (0 ,p) and any p Є [1, +oo), one has

rl” |log|/(re,«’ )| "
—  [  
2n Jo rP 4<P) άφ > =  o(rp2 p), r —> + 00. (1)

2 P r e l im in a r ie s

Let / be an entire function with /(0) =  1, let (A„)„<=]n be the sequence of its zeros, let p 
be the smallest integer for which Ε “=ι \λη\~ρ~1 <  + 00/ let Qp be the coefficient of zp in the 
exponential factor in the Hadamard-Borel representation [5, p. 38] of an entire function of finite 
order, and let c*-(r, log |/|) be the Fourier coefficients of log |/|, i.e.

CfcMogl/l) := ^ J Q e ^ H o g l/ t y ? ) !^ ,  k e  Z , r >  0.

Further, let / be an entire function of order p Є (0, + o o ) with zeros on a finite system of rays 
{z  : argz =  tpj}, j  Є {1 ,..., m}, 0 <  ψ\ < ip2 < ·■· < ψ>η < 2π. Furthermore, if p is noninteger 
and / is a function of improved regular growth, then an indicator h of / has the form ([8,10,14])

m
Ηφ) =  E  к№ '

i=1

where /?/(φ) is a 27r-periodic function such that on [ipj, ipj +  2n)

7ΤΔ;
hj(<p) =  - — — cosρ(φ -  ψ/ -  π), Δ,· Є [0, +оо).
’ sin пр 1 1

In the case p Є N , the indicator h is defined by the formula ([8, 9,10])

h(<p) =  <
Tf  cos(p(p +  0/) +  E  hj(<p), p =  p,

/=1
kQpcosp^, p =  p - 1,

where 6f  Є C, r f =  ISf/p +  Qp\, 0f — arg(Sf/p +  Qp) and hj(cp) is а 2я-регіогііс function such 
that on [ipj, ipj +  2 n) we have

Δ/hj(q>) =  АДтг- <̂ +  ^ )s in p(cp-ipj)  -  — cosρ ( φ -  ipj).

Lemma 1 ([8]). I f  an entire function f  of order p Є (0, +co) with zeros on a finite system of 
rays {z : argz =  ipj}, j Є { l , . . . ,m } , 0  < ipi < грг < ■■■ < ψηι <  2 n, is of improved regular 
growth, then for some p3 Є (0, p)

Cfc(r,log I/I) = с ^  +  ^ г у ,  Г-++СО, (2 )

holds uniformly in k Є Z ,  where

1 /·2π
Ck

1 Л
: = 2ή  Jo e CPhi (P )d(P =  - Δ; Є [0, +oo),

for a noninteger p, and

?2 - k 2 
JBt

E v ~ ' 4  \к\фр =  р.
j=1

0, |fc| =  p +  1,

I , 1- s  k =  p =  p +  1,
Z

i f p is an integer.

Remark that, using Lemma 1 and the Riesz-Fischer theorem [11, p. 5], we get that there ex­
ists an indicator h Є L2[0,2n] defined by the equality /j(<p) := £  ĉ e1̂  (see [11, Definition 7.2,

p. 77]).

3 P r o o f  o f  T h e o r e m  1

Necessity. If an entire function / of order p Є (0, + 00) with zeros on a finite system of rays 
{z  : argz =  ipj}, j  Є {1,... ,  m}, 0 < ip\ < ip2 < ■■■ < ψηι <  2π, is of improved regular growth, 
then by (2), we have

Ck(r, log I/I)
rp Ck < C

к2 +  Ґ
k e  Z, (3)

for some constant C > 0 and all r > 0. In view of this, the sequence (r~pc (̂r, log |/|) — c ^ e z  
belongs to the space lq for all q > 1 and r > 0. Moreover, applying the Hausdorff-Young 
theorem [11, p. 5], for p > 2, p~l +  q~l =  1, we get

1 ί Ζπ 
2n Jo

log \f(rei(p)\
rP

-h{cp)
Vp

άφ ck(rf log I/I)
rp Ck

Ι Λ 7

According to (3), the last series is uniformly convergent with respect to r. Therefore, using 
Lemma 1, we obtain (1) for p >2 .  From this and Holder's inequality it follows that (1) holds 
for 1 < p <  2 .

Sufficiency. Let (1) holds. Then for some P2 Є (0 ,p) and each k e  Z

Ck(r,log I/I)
rP Ck <

1 r2n
'27z

<

ί  

h i:

log \f(reUp)\
rP

log |/(rg )̂| 
rP

-h(q>) άφ

Ηφ) d(P j o(rp2 P), r —> + 00.

Flence, for some p2 Є (0,p) and each k e Z  we get c (̂r, log |/|) =  ĉ rP +  o(rpl), r —> + 00. Then 
by [10, Theorem 1, p. 1718] an entire function / is a function of improved regular growth. This 
concludes the proof of the theorem.



References

[1] Bodnar O.V., Zabolots'kvi M.V. Criteria fo r  the regularity o f  growth o f  the logarithm o f  modulus and the argument 
o f  an entire function. Ukrainian Math. J. 2010, 62 (7), 1028-1039. doi:10.1007/sll253-010-0411-x (translation of 
Ukr. Mat. Zh. 2010, 62 (7), 885-893. (in Ukrainian))

[2] Gol'dberg A.A. B.Ya. Levin, the founder o f the theory o f entire functions o f  completely regular growth. Mat. Fiz., 
Anal., Geom. 1994,1 (2), 186-192. (in Russian)

[3] Gol'dberg A.A., Levin B.Ya., Ostrovskii I.V. Entire and meromorphic functions. V IN IT I1991, 85, 5-186. (in Rus­
sian)

[4] Hirnyk M.O. Subharmonic functions o f  improved regular growth. Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr. 2009, 4,13-18. 
(in Ukrainian)

[5] Levin B.Ya. Distribution of zeros of entire functions. Gostekhizdat, Moscow, 1956. (in Russian)

[6] Kalynets' R.Z., Kondratyuk A.A. On the regularity o f  the growth o f  the modulus and argument o f  an entire function  
in the metric c fL P [0,2π]. Ukrainian Math. J. 1998, 50 (7), 1009-1018. doi: 10.1007/BF02528830 (translation of 
Ukr. Mat. Zh. 1998, 50 (7), 889-896. (in Ukrainian))

[7] Khats' R.V. Asymptotic behavior o f  averaging o f  entire functions o f  improved regular growth. Carpathian Math. 
Publ. 2013, 5 (1), 129-133.

[8] Khats' R.V. Averaging o f  entire functions o f  improved regular growth with zeros on a fin ite system o f  rays. Visn. Nats. 
Univ. L'viv. Politekh., Fiz.-Mat. Nauky. 2011, 718 (718), 10-14.

[9] Khats' R.V. On entire functions o f  improved regular growth o f  integer order with zeros on a finite system o f rays. Mat. 
Stud. 2006, 26 (1), 17-24.

[10] Khats' R.V. Regularity o f  growth o f  Fourier coefficients o f  entire functions o f  improved regular growth. Ukrainian 
Math. J. 2012, 63 (12), 1953-1960. doi:10.1007/sll253-012-0624-2 (translation of Ukr. Mat. Zh. 2011, 63 (12), 
1717-1723. (in Ukrainian))

[11] Kondratyuk A.A. Fourier series and meromorphic functions. Vyshcha shkola, Kyiv, 1988. (in Russian)

[12] Vasyl'kiv Ya.V. Asymptotic behavior o f  logarithmic derivatives and logarithms o f  meromorphic functions o f  completely 
regular growth in the metric o f  L f[0 ,2π\. I. Mat. Stud. 1999,12 (1), 37-58. (in Ukrainian)

[13] Vasyl'kiv Ya.V. Asymptotic behavior o f logarithmic derivatives and logarithms o f  meromorphic functions o f  completely 
regular growth in the metric o f  LP[0,2n}. II. Mat. Stud. 1999,12 (2), 135-144. (in Ukrainian)

[14] Vynnyts'kyi B.V., Khats' R.V. On growth regularity o f  entire function o f  noninteger order with zeros on a finite 
system o f  rays. Mat. Stud. 2005, 24 (1), 31-38. (in Ukrainian)

Received 21.08.2013

Хаць P.В. Асимптотична поведінка цілих функцій покращеного регулярного зростання в Lf’ [0,2тт]- 
метриці // Карпатські математичні публікації. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 341-344.

Описано асимптотичну поведінку цілих функцій покращеного регулярного зростання з 
нулями на скінченній системі променів в L^[0,27г]-метриці.

Ключові слова і фрази: ціла функція покращеного регулярного зростання, скінченна систе­
ма променів, коефіцієнти Фур'є, теорема Гаусдорфа-Юнга.

Хаць Р.В. Асимптотическое поведение цельїх функций улучш енного регулярного роста в Lf’ [0,2я]- 
метрике I I  Карпатские математические публикации. —  2013. —  Т.5, №2. —  С. 341-344.

Описано асимптотическое поведение цельїх функций улучшенного регулярного роста с 
нулями на конечной системе лучей в £Р[0,27г]-метрике.

Ключевьіе слова и фрази: целая функция улучшенного регулярного роста, конечная систе­
ма лучей, козффициентьі Фурье, теорема Гаусдорфа-Юнга.

Carpathian Mathematical Publications, V.5, No.2

Боднарчук Юрій Вікторович 
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12 липня 2013 року, у розквіті творчих сил та планів, помер відомий український 
математик-алгебраїст, доктор фізико-математичних наук, професор, завідувач кафедри 
математики Національного університету "Києво-Могилянська академія" — Юрій Вікто­
рович Боднарчук.

Юрій Вікторович Боднарчук народився 13 жовтня 1955 року в Черкасах у родині ма­
тематиків, Боднарчука Віктора Гавриловича і Правоторової Галини Іванівни. Це була 
висококультурна родина українських інтелігентів-шестидесятників, які змогли передати 
свої ідеали справедливості та любові до України і синові. Віктор Гаврилович — відомий 
математик, учень Глушкова В.М., — був одним із тих, хто підписав відомий лист-протест 
139-ти до найвищих керівників СРСР з вимогою припинити практику протизаконних по­
літичних судових процесів. За це його було звільнено з Київського державного універси­
тету імені Тараса Шевченка, де він працював за сумісництвом, а в 1972 році, під час другої 
хвилі репресій, звільнено і з основного місця роботи — Інституту кібернетики АН УРСР. 
Працювати за фахом йому більше не дали, лише згодом він зміг оформити невеличку 
пенсію за станом здоров'я. Тиск чинився і на Галину Іванівну. Зокрема, вона була змуше­
на регулярно відвідувати так званий "перший відділ", де від неї вимагали дати згоду на 
примусове "лікування" Віктора Гавриловича.

Атмосфера людської гідності і взаємоповаги, що панувала в сім'ї, мала вирішальний 
вплив на формування характеру та поглядів Юрія Вікторовича. Глибокий патріотизм, 
безкомпромісність у відстоюванні справедливості і водночас велика скромність, любов
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та повага до людей, готовність завжди прийти їм на допомогу — ось основні риси, його 
характеру, притаманні йому протягом усього життя.

У 1972 році Юрій Вікторович закінчує середню школу і вступає на механіко-матема­
тичний факультет Київського державного університету імені Тараса Шевченка, який і 
закінчив у 1977 році, спеціалізуючись по кафедрі алгебри та математичної логіки. По за­
кінченні університету він починає працювати в Українському науково-дослідному гідро­
метеорологічному інституті (УкгГМІ), однак продовжує цікавитися алгеброю. Зокрема, 
він бере активну участь у роботі Київського алгебричного семінару, а в 1981 році всту­
пає до аспірантури. Науковим керівником Юрія Вікторовича був видатний алгебраїст 
Лев Аркадійович Калужнін, який у 60-ті роки минулого століття зміг відродити славетну 
Київську алгебричну школу, розгромлену і знищену в сталінські часи.

У 1985 році Юрій Вікторович захищає кандидатську дисертацію на тему "Автоморфі- 
зми нестандартних вінцевих добутків груп" і продовжує працювати в УкгГМІ.

Педагогічна діяльність Юрія Вікторовича починається у 1990 році, коли він пере­
їжджає до Вінниці на посаду старшого викладача фізико-математичного факультету 
Вінницького державного педагогічного інституту (з 1998 року — Вінницький педагогі­
чний університет ім. М. Коцюбинського). У 1994 році Юрій Вікторович повертається до 
Києва і з цього часу і до останніх днів свого життя вся його наукова та педагогічна ді­
яльність пов'язана із Києво-Могилянською Академією. Він стає першим штатним спів­
робітником кафедри фізико-математичних наук департаменту природничих наук, де на 
посаді доцента пропрацював 3 роки. У 1997 році Юрій Вікторович створює кафедру ма­
тематики департаменту інформаційних технологій (зараз — кафедра математики фа­
культету інформатики Національного університету "Києво-Могилянська Академія"), на 
якій працював на посадах доцента та професора, а з 2000 року обійняв посаду завідувача 
кафедри.

У 2004 році Юрій Вікторович захистив докторську дисертацію на тему "Нескінчен- 
новимірні алгебраїчні групи поліноміальних перетворень афінних просторів". У цій ди­
сертації та в роботах, що їй передували або зроблені вже після захисту дисертації, Юрій 
Вікторович отримав цілий ряд важливих і глибоких алгебраїчних результатів. Зокрема, 
розглядаючи афінні групи над нескінченими полями як підгрупи групи Кремони, він 
довів максимальність скінченної афінної групи. Він також довів, що група ручних полі­
номіальних перетворень породжується афінною групою і одним довільним нелінійним 
трикутним перетворенням.

Велика частина наукового доробку Юрія Вікторовича присвячена дослідженню авто- 
морфізмів різних груп. Так, йому також належить повний опис регулярних автоморфі- 
змів груп блоково-унітрикутних та блоково-трикутних перетворень над полями характе­
ристики 0 та над скінченними полями. Зокрема, він показав, що будь-який регулярний 
автоморфізм афінної групи Кремони є внутрішнім. Важливими є результати Юрія Ві­
кторовича про будову автоморфізмів нестандартних вінцевих добутків. Спираючись на 
ці результати, він зміг охарактеризувати групи автоморфізмів силовських ^-підгруп си­
метричних груп скінченного степеня.

Серед інших результатів Юрія Вікторовича слід відзначити узагальнення відомої те­
ореми Пітера Неймана про ізоморфізм стандартних вінцевих добутків груп на випадок 
вінцевих добутків транзитивних груп перетворень з абстрактними групами.

Юрій Вікторович проводив величезну організаційно-наукову роботу. Окрім завіду­

вання кафедрою він був членом Вченої ради НаУКМА, членом спеціалізованої вченої 
ради Інституту математики НАНУ, членом Київського математичного товариства, нео­
дноразово опонував докторські та кандидатські дисертації, був незмінним головою ред­
колегії серії "Фізико-математичні науки" (розділ математика) журналу "Наукові записки 
НаУКМА", членом редколегії журналу "У світі математики", одним з ініціаторів та ор­
ганізаторів проведення міжуніверситетських наукових конференцій молодих вчених з 
математики та фізики, тощо. Під його керівництвом захищено дві кандидатські дисерта­
ції.

Завдяки зусиллям Юрія Вікторовича у 2007 році в Національному університеті 
"Києво-Могилянська Академія" було відкрито нову спеціальність — "прикладна мате­
матика", а у 2012 відбувся перший набір на магістерську програму за цією спеціальністю.

Особливо слід відзначити педагогічну діяльність Юрія Вікторовича. Він не жалів ні 
часу ні сил на підготовку молодих спеціалістів. Через специфіку Києво-Могилянської 
Академії більшість математичних курсів для її студентів потрібно було розробляти май­
же з нуля. Серед них були і зовсім оригінальні курси як, наприклад, курс, присвячений 
сучасним методам захисту і передачі інформації. Юрій Вікторович також керував ве­
ликою кількістю дипломних і магістерських робіт. Завдяки педагогічній майстерності і 
товариському ставленню до студентів він завжди був їх улюбленцем.

Загалом професор Ю.В.Боднарчук є автором понад 40 наукових праць, багатьох на­
уково-методичних розробок, серед яких навчальні посібники з лінійної алгебри та ана­
літичної геометрії, дискретної математики, математичної логіки та теорії алгоритмів, ви­
щої математики. За посібник "Основи дискретної математики" (у співавторстві з 
Б.В.Олійник) Юрій Вікторович отримав премію імені Петра Могили (2009 p.).

Згадка про Юрія Вікторовича зігріває душу. Він назавжди залишиться в пам'яті всіх, 
хто його знав, як високоінтелігентна, скромна, справедлива, чуйна людина, здатна зав­
жди прийти на допомогу.
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